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本研究では，複雑な連鎖的意思決定構造をもつ社会基盤整備プロジェクトの財務的評価・意思決定問題を，シ
ステマティックに記述・分析できる定量的手法のための枠組を提案する．本研究では，まず，当該プロジェクト
を複数のオプションから構成される複合 (compound)オプションと見なし，そのオプション構造を有向グラフと
して表現する枠組を提案する．次に，現実的かつ一般的な仮定の下で複合オプション問題を定式化し，問題の
分解可能性に着目した数理解析を行う．具体的には，この問題が，二つの異なる座標軸—時間とグラフ構造—
について分解できることを示す．こうして分解されたサブ問題が数理計画分野で良く知られる標準形の相補性
問題に帰着することを明らかにする．これらの分析結果に基づき，見通しの良い効率的数値解法を開発する．
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1. はじめに

(1) 背景と目的

社会基盤整備事業をはじめとする多くのプロジェク

トは，様々な経済活動状態 (以下，アクティビティ)か

ら構成され，事業主体は，不確実に変動する状況に応

じて，これらのアクティビティを切り替えることがで

きる．例えば，不動産施設運用事業において，施設の遊

休化および運用再開が可能な場合を考えよう．この場

合，施設を運用している状態，および施設を遊休させ

ている状態のそれぞれがアクティビティに相当し，事

業主体は，時々刻々変動する施設需要に応じて，需要

が低迷した時には運用から遊休へ，その後，需要が回

復した時には遊休から運用へとアクティビティを切り

替えられる．

このような意思決定は，“アクティビティを切り替え

られる権利 (オプション)” の行使と見なすことができる．

そして，当該プロジェクトはこうしたオプションの集

合から構成される “複合オプション” と捉えることがで

きる．例えば，上述の不動産事業は，運用中の施設を

遊休化できる権利と，遊休中の施設の運用を再開でき

る権利から構成される．一般に，これらのオプション

の行使は，複雑な相互依存関係をもつ．すなわち，あ

るオプションの行使によって，新たに他のオプションを

獲得したり，既得のオプションを喪失したりする．上述

の例では，施設を遊休化するオプションを行使するこ

とで，新たに運用を再開するオプションを獲得できる．

このようなプロジェクトの財務的評価および意思決定

を行うためには，オプション構造を明示的に導入した

複合リアル・オプション問題の分析手法が必要である．

従来，リアル・オプション理論を採用した研究には

膨大な蓄積が存在する (例えば，Dixit and Pindyck1)，

Schwartz and Trigeorgis2))．しかし，本研究が対象とす

る複合オプション問題を扱った研究は非常に数が少な

い．その上，いずれの研究も，本章 (2)節で示すように，

現実的かつ一般的な枠組の下で，任意のオプション構

造に適用できる複合オプション問題の統一的な表現・分

析手法を提供するものではない．

このような背景に鑑み，本研究では，現実的な枠組

の下で，任意の連鎖的権利行使構造をもつ複合リアル・

オプション問題をシステマティックに記述・分析し，見

通しの良い効率的な計算手法を開発するための枠組を

提案する．具体的には，第 1に，連鎖的意思決定構造

をもつプロジェクトを，それを構成するサブ・オプショ

ンからなる有向グラフ (以下，オプション・グラフ)と

して表現する枠組を提案し，複合リアル・オプション

問題を定式化する．第 2に，この問題が，2つの異なる

座標軸—時間とグラフ構造—に関して分解できること

を明らかにする．これにより，一見非常に複雑で大規

模な問題を，より小規模なサブ問題を逐次的に解く問

題に帰着させられる．第 3に，こうして分解されたサ

ブ問題が，数理計画分野で良く知られる標準形の相補
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性問題 (CP:Complementarity Problem)に帰着すること

を明らかにする．これにより，最近の数理計画理論を

活用した見通しの良い数値解法の開発が可能となる．

本稿は以下のように構成される．まず，続く本章 (2)

において，従来研究と本研究との位置づけを明示する．

次に，第 2章でオプション・グラフの枠組を示し，複合オ

プション問題の定式化を行う．続く第 3，4章では，こう

して定式化されたオプション問題の分解可能性に着目し

て議論を展開する．具体的には，第 3章では，時間に関

する分解により，任意の構造をもつ複合オプション問題

を変分不等式問題 (VIP: Variational Inequality Problem)

として統一的に記述できる事を示す．第 4章では，こ

の VIPが，オプション・グラフの部分構造ごとに成立

する，より小規模な問題に分解できることを示す．続く

第 5章では，こうして部分構造ごとに分解された VIP

が，適切な関数変換によって標準形のCPに帰着するこ

とを明らかにする．第 6章では，複合オプション評価

問題に対し，ここまでの分析結果を活用した数値解法

を開発する．最後に，第 7，8章において，本手法の判

りやすい適用例を示し，提案アルゴリズムによる数値

計算結果を例示する．

(2) 従来研究と本研究との位置づけ

従来，金融/リアル・オプション理論を採用した研究に

は膨大な蓄積が存在する．まず，従来のリアル・オプショ

ン研究の殆どは，ファイナンス分野における標準的なア

メリカン・オプションを実物資産と読み替えたものを対

象としている (例えば，Dixit and Pindyck3))．このアメリ

カン・オプションを対象としたファイナンス分野の研究

として，膨大な研究蓄積が存在する (例えば，McKean4),

Merton5),6), Brennan and Schwartz7), Geske and Johnson8),

Jacka9), Carr et al.10), Huang et al.11), Broadie and Glasser-

man12), Dempster and Hutton13)など)．しかし，いずれの

研究も，シンプルな構造を持つオプションのみを対象

としているため，複雑な権利行使構造を導入する事が

困難である．

一方，権利行使構造をもつ複合オプションを対象と

した金融/リアル・オプション研究は非常に数が少なく，

それらが対象とするオプション構造は，大きく以下の 4

つに分類される．

1)分岐構造 複数のオプションの中から，一つのみを

選択できる構造．この権利行使は排他的かつ不可逆的

であり，いずれかのオプションが行使されると同時に

他のオプションを喪失する．

2)サイクル構造 あるオプションの行使によって，既

に行使した別のオプションを再び獲得できる (i.e.意思

決定が可逆的である)構造．

3)分岐-サイクル混合構造 上記 2つを組み合わせた

構造．

4)タンデム構造 あるオプションの行使によって，新

たに他のオプションを獲得できる構造．

この内，1)の分岐構造を対象としたファイナンス分野

の研究としては，Margrabe14)の交換オプション，Stulz15)

の最小/最大値オプションが挙げられる．しかし，これ

らの研究は，いずれも，ヨーロピアン・オプションのみ

を対象としており，本研究が目的とするタイミング選

択を考慮したオプション分析には適さない．

次に，2)のサイクル構造を対象としたリアル・オプ

ション研究としては，Dixit16)，Dixit and Pindyck17)の参

入・退出オプションが挙げられる．続いて，これらを

混合した 3)の分岐-サイクル混合構造を対象としたリ

アル・オプション研究としては，Dixit and Pindyck17)の

参入・退出・一時停止オプションが存在する．しかし，

2), 3)の研究は，いずれも，概念的な分析を指向してお

り，その分析手法として，value matching条件と smooth

pasting条件を用いて解析解を導出する方法を採用して

いる．この古典的手法は，特殊な仮定 (e.g.対象期間長

を無限とし，状態変数が幾何 Brown運動に従う)をお

いた問題に対してのみ有効であり，現実的な状況を取

り扱えない．従って，これらのリアル・オプション研究

は，いずれも，本研究が目的とする，現実のプロジェク

ト評価・意思決定の定量的分析にそのまま適用するこ

とはできない．

最後に，4)のタンデム構造を対象としたファイナン

ス分野における従来研究としては，Geske18)の複合オプ

ションが挙げられる．しかし，この研究では，権利時

刻を与件としたヨーロピアン・オプションのみを対象

としているため，リアル・オプション分析において重

要なタイミング選択を考慮できない．また，リアル・オ

プション研究としては，Dixit and Pindyck19)の多段階の

投資オプション，および Trigeorgis20),21)のマルチ・オプ

ションが挙げられる．しかし，前者の研究では，無限

の計画期間を前提とし，上述した，解析解を導出する

ための特殊な仮定をおいているため，現実的な状況を

取り扱えない．一方，後者の研究では，有限の計画満

期を前提とした定量的分析手法を提案しようとしてい

るものの，状態変数が従うプロセスを幾何 Brown運動

に限定しているため，一般的な確率過程に従う現実的

な状況を取り扱えない．

さらに，1)～4)の研究は，いずれも，特定のオプショ

ン構造を対象とし，個別の問題に対する限定的な分析

を行うに留まっている．そのため，いずれの研究も，異

なる構造をもつ複合オプションに対して見通しの良い

定量的分析手法を与えるものではない．

これらの複合リアル・オプションを一般化したものと
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して，Kulatilaka22)は，プロジェクトが，複数の “モー

ド” と，それを切り替えるオプションの集合から構成さ

れるとした枠組を提案し，その下でプロジェクトの価

値を算出する方法を開発した．そして，モードの切り

替えにサンク・コストが存在する場合には，個々のオプ

ション価値を個別に算出して合計したものが，プロジェ

クト全体の価値を上回る (i.e.オプション価値の加法性

が成立しない)ことを示した．しかし，この分析手法は，

以下の 3点で疑問が残る．第 1に，状態変数が二項過

程で近似表現できる特殊な場合のみを対象としている

ため，一般的な状況を取り扱えない．第 2に，任意の

モード間の切り替えが可能であるとしているため，不

可逆的な意思決定を適切に表現できない．最後に，こ

の提案解法は，モードを 2つに限定した上での heuristic

な手法にすぎず，任意数のモードが存在する一般的な

場合には適用できない．

近年，土木計画の分野においても，不確実性下での

意思決定手法としてリアル・オプション理論を採用し

た研究が行われている．織田澤・小林23),24)は，再評価

が可能なプロジェクト評価問題をリアル・オプション問

題として取り扱い，事前評価および再評価の最適タイ

ミングを求める手法を提案した．しかし，この研究で

は，意思決定構造の表現に決定木を採用しているため，

「計画凍結」↔「再評価の見直し」といった，無限に反
復可能な可逆的意思決定構造を完全には表現できない．

これらの研究に対し，本研究では，様々な社会基盤整

備事業を，複雑な構造をもつ複合リアル・オプションと

みなし，その財務的価値および最適意思決定戦略を定

量的に求める見通しの良い手法を開発する．具体的に

は，まず，可逆的/不可逆的な意思決定が混在する任意

の構造の複合リアル・オプション問題をシステマティッ

クに記述・分析するための枠組を提案する．次に，この

枠組の下で定式化された複合オプション問題が，より

小規模なサブ問題に分解できることを示す．最後に，こ

うして分解されたサブ問題を特定の順序で一つづつ解

くアルゴリズムを開発する．この解法は，赤松・長江25)

で開発した数値解法を sub-procedure (要素的手続き)と

して含む．そのため，本手法は，赤松・長江25)の記述，

分析，および数値計算手法を，複雑な連鎖的構造を持

つ複合オプションの枠組へ一般化したものと見なすこ

ともできる．上記の点は，いずれも本研究のオリジナ

ルな貢献である．

2. モデルの枠組と定式化

(1) 有向グラフによる権利行使構造の表現

本研究では，プロジェクトがもつ複雑な連鎖的意思

決定構造を，“アクティビティ” をノードとし，その切

図–1 オプションの権利行使構造を表す有向グラフ

W X

図–2 最小単位のオプション

り替えを有向リンクで記述した有向グラフ (図–1)で表

現する．ここで，アクティビティとは，ある特定の経済

活動を行っている状態を指す．例えば，用地取得期間，

建設期間および供用期間からなる有料道路の建設・運

用事業では，各フェイズがそれぞれ 1つのアクティビ

ティと見なせる．また，明示的な経済活動を行ってい

ない状態もアクティビティと見なすことができる．上

述の有料道路事業の例では，計画を開始する前，ある

いは計画を一時凍結している状態も，それぞれ，1つの

アクティビティと捉えることができる．

この枠組の下で，あるアクティビティWから他のア

クティビティXへの変更を行う権利を “オプション” と

呼び，図–2に示すような，2つのアクティビティW,X

と，それらを結ぶ 1本の有向リンクとして表現する．そ

して，そのオプションの行使 (i.e.アクティビティの推

移)を，W → X と表現する．このとき，対象とするプ

ロジェクトは，これらのオプションから構成される “複

合オプション” と見なせる．本研究では，当該プロジェ

クトを構成するアクティビティ集合を N，有向リンク

集合を Lと記述し，当該プロジェクトの意思決定構造

を有向グラフG(N, L)で表す．以下では，G(N, L)を “オ

プション・グラフ” と呼ぶ．

プロジェクトに対する各意思決定がもつ特徴は，こ

のオプション・グラフ上の部分構造によって，以下の 3

つに分類できる：a)分岐型，b)サイクル型，c)タンデ

ム型．

分岐型 複数のオプションが並列的に連結する部分構

造を “分岐型” と呼ぶ．この部分構造は，あるオプショ

ンを行使すると同時に，複数の既得のオプションを喪

失する意思決定構造を表す．図–1の例では，オプショ

ン 1©→ 2©と 1©→ 3©からなる部分構造がこれに相当
する．

サイクル型 複数のオプションからなる有効閉路を “サ

イクル型” と呼ぶ．この部分構造は，一度行使したオプ

ションが，他のオプションを行使することで再び獲得

できる可逆的な意思決定構造を表す．図–1の例では，2
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つのオプション 2©→ 3©と 3©→ 2©がサイクル型部分
構造を形成している．

タンデム型 二つ以上のオプションが直列的に連結す

る部分構造を，“タンデム型” と呼ぶ．この部分構造は，

あるオプションを行使することで，新たに別のオプショ

ンを獲得できる意思決定構造を表す．図–1の例では，オ

プション 2©→ 4©と 4©→ 5©がタンデム型部分構造を
形成している．

以下では，あるアクティビティnから (他のアクティ

ビティを介さずに)推移可能なアクティビティを，nの

“推移先 (アクティビティ)” と呼び，その集合を O(n) ≡
{m|∃(n,m) ∈ L} で表す．同様に，あるアクティビティ
nを直接推移先にもつアクティビティの集合を I (n) ≡
{m|∃(m,n) ∈ L}で記述する．また，有向グラフ G内に
推移先が存在しないアクティビティを，Gの “終端アク

ティビティ” と呼び，その集合を NE ≡ {n|O(n) = ∅}で
表す．

(2) プロジェクトから発生するキャッシュフロー

対象時間帯を [0,T] とし，時刻 T での事象集合を Ω

とする．Ωに対する客観的確率測度をP ≡ {P(ω)|ω ∈ Ω}
で表し，Ωのフィルトレーション F ≡ {F (t)|t ∈ [0,T]}
を定義する．本稿では，対象オプションの各アクティビ

ティから発生するキャッシュ・フローを，1次元の “代

表的状態変数” P(t)の関数として表現する．また，その

値が以下の伊藤拡散過程に従うとする：

dP(t) = αn(t,P) dt + σn(t,P) dZ(t), P(0) = P0. (1)

ここで，αn, σn : [0,T]×R → Rはアクティビティごとに
定義される既知の関数，dZ(t)は確率空間 (Ω,P,F )上

で定義される 1次元Wiener過程の増分である．このよ

うな代表的状態変数の例としては，交通量，財や資産

の価格，人口などが挙げられる．本稿では，状態変数

P(t)およびWiener過程 Z(t)の次元を，いずれも 1次元

とする．これは，理論展開を簡潔にするための便宜であ

り，本提案手法の本質的な仮定 (あるいは限界)を示す

ものではない．事実，本研究の枠組みは，理論的には，

任意次元の状態変数およびWiener過程を扱うことがで

きる．以下では，時刻 tにおいて，状態変数 P(t) = Pが

観測された状況を，2つ組 (t,P)で表現し，それが取り

得る空間全体を K ≡ [0,T] × Rで表す．
対象とするプロジェクトから発生するキャッシュ・フ

ローは，以下の 3つに区別される：第 1に，期間 [0,T)

中，時間に関して連続的に発生する利潤を “利潤フロー”

と呼ぶ．アクティビティnから発生する単位時間あたり

の利潤フローを，状況 (t,P)の既知関数 πn(t,P)で記述

する．第 2に，満期 T において瞬間的に発生する利潤

を “終端ペイ・オフ” と呼び，状態変数 Pの既知関数

Fn(P(T)) で表す．最後に，アクティビティの変更 (i.e.

オプション行使)に伴い瞬間的に発生するサンク・コス

トを “推移費用” と呼び，アクティビティnからmへの

推移費用を所与の定数 Cn,mで表す．

(3) オプション問題の定式化

プロジェクトの意思決定主体 (以下，事業主体)は，期

間 [0,T]中に発生する総キャッシュ・フローの現在正味

価値 (NPV: Net Present Value)の期待値を最大化するよ

うに，アクティビティ戦略 {n(t)}を決定する．ここで，
n(t)は，時刻 tで選択されているアクティビティである．

この行動は，以下のように定式化される：

[P] max.
{n(t)}

E

[
J(0,T,n(·))

∣∣∣∣P(0) = P

]

ここで，J(t,T,n(·))は，推移戦略 {n(·)}の下で期間 [t,T]

にプロジェクトから発生するキャッシュ・フローを時刻

tで評価した NPVであり，以下の式で定義される．

J(t,T,n(·)) ≡
∫ T

t
e−r(s−t)πn(s)(s,P(s)) ds

+ e−r(T−t)Fn(T)(P(T))

−
∑

k

e−r(τk−t)Cn(τk),n(τ−k ) (2)

ただし，τk, τ
−
k は，それぞれ，k番目に推移が行われる

時刻と，その直前の時刻を表す．また，n0は初期時点

t = 0で選択されている (既知の)アクティビティを表す．

式 (2)の各項は，以下の 3つのキャッシュ・フローの，時

刻 t における現在価値の総和をそれぞれ表す：第 1項

は，期間 [0,T)中に各アクティビティから得られる利潤

フロー，第 2項は，満期 T で得られる終端ペイ・オフ，

第 3項は，各推移が行われる時点で支払われる推移費

用．以下では，この問題 [P]を，“複合オプション問題”

と呼ぶ．

複合オプション問題 [P]は，そのままの形では数理的

特性を分析することが困難である．しかし，この問題

[P]は，図–3に示すように，2つの異なる座標軸—時間

およびオプション・グラフの部分構造—ごとに分解す

ることにより，より容易に数理解析が可能となる．そ

こで，続く第 3, 4章では，問題 [P]が時間と部分構造に

関して分解できることを示そう．

T

0

t

53

4
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3

4

1

2

3

1

2

53

4

n

図–3 オプション問題の分解
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3. 時間に関する分解

本章では，複合オプション問題 [P]を時間に関して分

解することにより，この問題が各瞬間で成立する変分不

等式問題 (VIP: Variational Inequality Problem)として表

現できることを述べる．具体的に，まず，(1)では，問

題 [P]の最適値関数を，アクティビティごとの “価値”

として定義する．次に，(2)では，これらのアクティビ

ティの価値をDP分解し，各瞬間で成立する最適性条件

を VIPとして表現する．

(1) 最適値関数の定義

時刻 tに状態変数 P(t) = Pが観測され，アクティビ

ティn(t) = nが選択されているとき，この状況を 3つ組

(t,P,n)で表す．ここで，状況 (t,P,n)における問題 [P]

の最適値関数を，以下の式：

V(t,P,n) ≡
max.

{n(s)|s∈[t,T],n(t)=n}
E
[
J(t,T,n(·))

∣∣∣P(t) = P
]
,

∀(t,P) ∈ K ,∀n ∈ N. (3)

で定義しよう．この式は，期待値のネストを用いて以

下のように書き直せる．

V(t,P,n) ≡ max.
τ∈[t,T]

E

[∫ τ

t
e−r(s−t)πn(s,P(s)) ds

+ max.
m(τ)∈O(n)

e−r(τ−t)
{
V(τ,P(τ),m(τ)) −Cn,m(τ)

}

∣∣∣∣P(t) = P

]
(4)

ここで，τは t以降はじめて推移が行われる時刻を，m(τ)

は，その時刻 τで選択される推移先アクティビティであ

る．以下では，(t,P,n)における最適値関数を，アクティ

ビティnの状況 (t,P)における “価値” と呼び，Vn(t,P) ≡
V(t,P,n)と記述する．

なお，終端アクティビティn′の状況 (t,P)における価

値は，それ以降に発生する期待総利潤：

Vn′(t,P) ≡ E
[∫ T

t
e−r(s−t)πn′ (s,P(s)) ds

+ e−r(T−t)Fn′ (P(T))
∣∣∣P(t) = P

]
(5)

である．ここで，式 (5)は，以下の線形偏微分方程式の

解 (Feynman-Kac解)である事が知られている．
Ln′Vn′(t,P) + πn′ (t,P) = 0, ∀t ∈ [0,T),∀P ∈ R
Vn′(T,P(T)) = Fn′(P(T)), ∀P(T) ∈ R.

(6)

ここで，Ln は以下の式で定義される偏微分作用素で

ある．

Ln ≡ ∂

∂t
+

∂

∂P
αn(t,P) +

1
2
∂2

∂P2

{
σn(t,P)

}2 − r. (7)

この偏微分作用素は，アクティビティnが選択されてい

るときの状態変数プロセス (1)のみから決定される．こ

れより，終端アクティビティの価値 {Vn′(t,P)}は，複合
オプション問題 [P]において，(t,P)の既知関数と見な

せることに注意されたい．

(2) 変分不等式問題としての最適性条件の表現

前項で定義したアクティビティの価値 Vn(t,P)を用い

れば，各瞬間で成立する最適性条件を VIPとして記述

できる．式 (4)に対し，時間に関する DP原理を適用す

れば，任意の状況 (t,P,n)における最適性条件は，次の

2つの場合に区分される：i) アクティビティnを維持す

る；ii) 他のアクティビティに推移する．以下では，状況

(t,P,n)における最適推移先アクティビティをm∗n(t,P)で

表し，i), ii) がそれぞれ最適となるための条件を述べる．

i) 現在のアクティビティを維持 状況 (t,P,n)で微小時

間 [t, t + dt] だけ現在のアクティビティnが維持される

(i.e. m∗n(t,P) = n)場合，最適値関数の定義より，以下の

不等式が成立する．

Vn(t,P) ≥ πn(t,P) dt

+ e−r dtE
[
Vn(t,P) + dVn(t,P)

∣∣∣P(t) = P
]

(8)

この式を伊藤の補題を用いて展開・整理すれば，状況

(t,P)で成立すべき以下の不等式を得る．

−LnVn(t,P) − πn(t,P) ≥ 0 (9)

ii) 他のアクティビティに推移 状況 (t,P,n)で他のアク

ティビティへの推移が行われる場合，最適値関数の定

義より，以下の不等式が成立する．

Vn(t,P) ≥ max.
m∈O(n)

{
Vm(t,P) −Cn,m

}
. (10)

この式 (10)の左辺より右辺を引いて整理すれば，以下

の不等式を得る．

ΨnV(t,P) ≥ 0 (11)

ただし，V(t,P) ≡ {Vn(t,P)|∀n ∈ N}は，状況 (t,P)にお

ける全てのアクティビティの価値を縦に並べた N次元

ベクトルであり，Ψnは以下の式で定義される作用素で

ある：

ΨnV(t,P) ≡ min.
m∈O(n)

{
Vn(t,P) − Vm(t,P) + Cn,m

}
.

また，当該状況下での nの推移先アクティビティは，

m∗n(t,P) = arg. max.
m∈O(n)

{
Vm(t,P) −Cn,m

}
. (12)

で表される．

　

任意の状況 (t,P,n)において，上記 i), ii) の選択は排他

的である．すなわち，式 (9)，(11)のいずれかのみの等

号が成立する．具体的には，アクティビティnが継続さ

れる場合，

−LnVn(t,P) − πn(t,P) = 0, ΨnV(t,P) > 0 (13)
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が成立し，他のアクティビティへの推移が行われる場合，

−LnVn(t,P) − πn(t,P) > 0, ΨnV(t,P) = 0 (14)

が成立する．これらの条件は，まとめて以下の変分不

等式として表現できる：

min.
{
−LnVn(t,P) − πn(t,P), ΨnV(t,P)

}
= 0. (15)

満期 t = T における終端条件についても同様の場合

分けが行える．すなわち，状況 (T,P,n)において，i) ア

クティビティnが維持される場合 Vn(T,P) ≥ Fn(P)であ

り，ii) 他のアクティビティに推移する場合 Vn(T,P) ≥
max.
m∈O(n)

{
Vm(T,P) −Cn,m

}
である．これより，アクティビ

ティnの価値 Vn(t,P)の終端条件は以下の式で表される．

Vn(T,P(T)) =

max.
[
Fn(T,P(T)), max.

m∈O(n)

{
Vm(T,P(T)) −Cn,m

}]
. (16)

式 (15), (16)は，状況 (t,P,n)の下で，あるアクティ

ビティnについて成立するべき条件のみを記述してお

り，任意のアクティビティに対して同様の議論が成立

する．従って，時刻 t ∈ [0,T] で成立すべき問題は，式

(15), (16)を全てのアクティビティn ∈ Nおよび全ての

状態 P ∈ Rについて連立させた以下の変分不等式問題
として記述される．

[VIP(t)] Find {V(t,P)|∀P ∈ R} such that

min.
{
−LnVn(t,P) − πn(t,P), ΨnV(t,P)

}
= 0,

∀n ∈ N, ∀P ∈ R.

ただし，終端条件は以下の式で表される．

min.
[
Vn(t,P(T)) − Fn(T,P(T)), ΨnVn(T,P(T))

]
= 0,

∀n ∈ N, ∀P(T) ∈ R. (17)

これより，複合オプション問題 [P] は，上述の問題

[VIP(t)]を全ての時刻 t ∈ [0,T]について連立させた問題

(以下，[VIP]と記述)として表現し直せることが判った．

この問題 [VIP]を解けば，任意のアクティビティnの価

値 {Vn(·)}および最適推移先アクティビティ{m∗n(·)}が求
められる．

なお，本モデルは，無限の時間視野 T → ∞を対象と
た問題 ([P-∞] と記述) を特殊ケースとして含む．より

具体的には，無限満期モデルでは時刻 tが捨象され，最

適値関数が状態変数 Pのみの関数 V(P) ≡ {Vn(P)|∀n}と
して定義される．そのため，問題 [P-∞]の最適性条件

は時刻ごとに区別される必要がなく，任意の瞬間で成

立する以下の変分不等式問題として記述される．

[VIP-∞] Find {V(P)|∀P ∈ R} such that

min.
{−L∞n Vn(P) − πn(P),ΨnV(P)

}
= 0, ∀n ∈ N, ∀P ∈ R.

ここで，L∞n は，式 (7)の偏微分作用素 Lnから時間に

関する偏微分 ∂/∂tを除いた常微分作用素である．すな

わち，無限満期の問題 [VIP-∞]は，有限満期の枠組に

おいて時刻ごとに連立すべき問題 [VIP(t)] の 1つにす

ぎず，より容易に分析および数値解法の開発が行える．

そこで，次章以降では，より一般的な有限満期の問題

[VIP(t)]についてのみ議論を展開する．

4. グラフ構造に関する分解

前章において，複合オプション問題 [P]は，各時刻ご

とに成立する問題 [VIP(t)]に分解できることを示した．

この問題 [VIP(t)]は，全てのアクティビティの価値を連

立させて同時に求める必要があり，ナイーブな方法で

は解くことができない．しかし，問題 [VIP(t)]は，さら

に，オプション・グラフを構成する部分構造ごとの問題

に分解でき，これによって，より小規模な問題を順に

解く問題に帰着させられる．本章ではこれを明らかに

しよう．以下の議論は，オプション構造 G(N, L)がサイ

クル構造を含む場合と，そうでない場合に区分される．

(1) サイクル構造を含まない場合

オプション・グラフ G(N, L)がサイクル構造を含まな

い場合，問題 [VIP(t)]は，各アクティビティの価値を一

つづつ求める問題に帰着する．まず，任意の時刻 tにお

ける全ての終端アクティビティの価値は，偏微分方程式

(7)の解として，他のアクティビティの価値とは独立に

求めることができる．例えば，図–4 a)のオプション・

グラフにおいて，終端アクティビティ 4©, 5©の価値は，
対応する偏微分方程式を解いて予め計算できる．

こうして，任意の時点 tにおいて，終端アクティビティ
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図–4 サイクル構造を含まない場合の解法
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の価値が判っていれば，それらを用いることにより，別

のアクティビティの価値を計算できる．具体的には，終端

アクティビティのみを推移先とするアクティビティnが少

なくとも一つ存在し，その価値Vn(t) ≡ {Vn(t,P)|∀P ∈ R}
を，このアクティビティnを起点とする分岐型部分構造

問題の解として求められる．図–4のオプション・グラ

フ例では，終端アクティビティ 4©, 5©のみを推移先とす
るアクティビティ 3©が存在し，その価値が，図–4b)に

示す分岐型部分構造について成立する問題の解として

計算できる．

こうして得られたアクティビティの価値を用いるこ

とにより，新たに別のアクティビティの価値が求めら

れる．具体的には，価値が確定したアクティビティの

みを推移先とするようなアクティビティが少なくとも

1つ存在し，その価値を，当該アクティビティを起点

とした分岐型部分構造問題の解として求めることがで

きる．図–4の例では，価値が確定したアクティビティ

{ 3©, 4©, 5©}のみを推移先とするアクティビティ 2©が存
在し，その価値を図–4c)に示す部分構造問題の解とし

て求められる．同様に， 2©, 3©の価値のみを用いて，ア
クティビティ 1©の価値を計算できる (図–4d))．

このように，時点 t での価値が確定したアクティビ

ティの集合を N̂とするとき，以下の条件：

O(n) ⊆ N̂ (18)

を満たすアクティビティnが，少なくとも一つ存在する．

従って，以下の手続き：i) 条件 (18)を満たす nを探し，

ii) その価値 Vn(t)を，nを起点とした分岐型部分構造問

題の解として求める；を繰り返せば，最終的に全ての

アクティビティの価値を求められる．

ここで，手続き ii) において解くべき，分岐型部分構

造について成立する問題は，以下の無限次元 VIP：

[VIP(t)-n] Find Vn(t) such that

min.
{
−LnVn(t,P) − πn(t,P),

min.
m∈O(n)

{
Vn(t,P) − Vm(t,P) + Cn,m

}}
= 0, ∀P ∈ R.

として定式化される．ただし，ここでは，当該時刻 tに

おける状態変数 Pについての既知関数，あるいは所与

の定数であることを明示するために上線付きの表記を

用いた．

問題 [VIP(t)-n]は，アクティビティnについての最適

性条件式 (15)から直接導出される．これは，アクティ

ビティnの全ての推移先の価値が Pに関する既知関数

であることから，最適性条件 (15)が未知変数 Vn(t)につ

いて独立となるためである．なお，この問題 [VIP(t)-n]

は，赤松・長江25)が扱った “分岐オプション” と全く同

じ構造をもつことに注意されたい．この事実は，続く

第 5章の分析で活用される．

以上の議論より，オプション・グラフがサイクル構造

を含まない場合，問題 [VIP(t)]を解く手続きは，以下の

アルゴリズムとしてまとめられる．

[Alg-NC]

Step 0 (初期化)：

終端アクティビティ集合 NE 内の全要素 n′ につ

いて偏微分方程式 (6)を解き，その価値 Vn′ (t,P)

を求める；

全てのアクティビティnについて，価値が未確定

な推移先の数を A(n) := |O(n)|とする；
価値が確定済みのアクティビティ集合を N̂ := NE

とする．

Step 1 (価値が確定できるアクティビティの探索)：

N̂の先頭の要素を nとし，N̂から取り除く；

nを推移先にもつアクティビティ集合 I (n)内の全

ての要素mについて，次の手続きを繰り返す：¨ ¥

§ ¦

A(m) := A(m) − 1とする；

もしA(m) = 0ならば，問題 [VIP(t)-m]を解い

て Vm(t)を求め，mを N̂の末尾に挿入する．

Step 2 （終了判定）：

N̂(k) = ∅ならば終了．そうでなければ Step 1．

(2) サイクル構造を含む場合

オプション・グラフがサイクル構造を含む場合につ

いても，前章と同様の分解が可能である．ただし，そ

の分解の単位は，サイクルを成すリンクで構成される

最小の部分グラフ (以下，“最小閉路”) にまで拡張され

る．この最小閉路の例を図–5に示す．この図–5のオプ

ション構造においては，

Na ≡ {1,2}, La ≡ {(1,2), (2,1)},
Nb ≡ {3,4,5}, Lb ≡ {(3,4), (4,5), (5,3)}

からなる 2つの最小閉路が存在する．以下では，アク

ティビティ集合 Nc ⊂ Nおよび推移リンク集合 Lc ⊂ Lか

ら構成される最小閉路を c ≡ G(Nc, Lc)と記述する．あ

る最小閉路 cについて，Nc内の全てのアクティビティ

から (他のアクティビティを介すことなく)直接推移可

能な Nc以外のアクティビティを cの推移先アクティビ

ティと呼び，その集合を O(c)で表す．また，アクティ

ビティnを推移先にもつ最小閉路の集合を IC(n)で表す．

1
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2

5

図–5 サイクルを含むオプション構造と最小閉路
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図–6 サイクル構造を含む場合の解法

オプション・グラフがサイクル構造を含む場合に対

しても，前節と同様，問題 [VIP(t)]を部分構造ごとに分

解できる．前節と議論が異なるのは以下の点である：サ

イクルを含まない場合では各アクティビティの価値が

1つづつ求められるのに対し，サイクルを含む場合は，

最小閉路上の全てのアクティビティの価値を同時に求

める必要がある．

まず，当該オプション・グラフにおける最小閉路集合

Cが既知であるとする．例えば，図–6aのオプション・グ

ラフにおける最小閉路は，Nc ≡ {3,5}, Lc ≡ {(3,5), (5,3)}
で構成される cのみである．すなわち，C ≡ {c}．
次に，前節と同様，任意の時刻 t における終端アク

ティビティの価値は，偏微分方程式 (6)の解として予め

求めておくことができる．図–6の例では， 4©, 6©が終
端アクティビティであり，これらの価値は対応する偏微

分方程式より計算できる．こうして得られた時点 tでの

終端アクティビティの価値を用いることにより，少な

くとも 1つの新たなアクティビティの価値を求められ

る．図–6の例では，終端アクティビティ 4©のみを推移
先とする 2©の価値を，前節で述べた問題 [VIP(t)-2]の

解として計算できる．

こうして得られたアクティビティの価値を用いるこ

とにより，少なくとも 1つのアクティビティの価値が

新たに求められる．具体的には，まず，時点 tでの価値

が確定したアクティビティの集合を N̂とするとき，以

下のいずれかが必ず成立する：a) N̂内のアクティビティ

のみを推移先とする (i.e.前節の条件 (18)を満たす)ア

クティビティnが存在する；b) N̂内のアクティビティの

みを推移先とする最小閉路 cが存在する，すなわち，

O(c) ⊆ N̂ (19)

を満たす c ∈ Cが存在する．ここで，前者が成立する
場合，[VIP(t)-n]を解いて Vn(t)を計算できる．一方，後

者が成立する場合，最小閉路 c上の全てのアクティビ

ティの価値を，後述する部分構造問題の解として “同

時に” 求められる．図–6のオプション・グラフ例では，

{ 2©, 4©, 6©}の価値が確定しているとき，これらを与件

として，図–6cの部分構造について成立する問題を解け

ば， 3©, 5©の価値を同時に計算できる．同様に，ここで
得られた V3(t)と，既に計算された V2(t)を与件とする

ことで， 1©の価値を計算できる (図–6d)．

ここで，最小閉路 cについて成立する部分構造問題は，

c上の全アクティビティの価値Vc(t) ≡ {Vn(t)|∀n ∈ Nc}を
未知関数とした，以下の連立 VIPとして定式化される．

[VIP(t)-c] Find Vc(t) such that

min. {−LnVn(t,P) − πn(t,P),ΨnVc} = 0,∀P ∈ R,∀n ∈ Nc.

ただし，Ψnは以下のように定義される作用素である：

ΨnVc ≡ Vn(t,P) − max.
m∈N(n)

{
Vm(t,P) − C̄n,m

}
.

ここで，Vm(·)はm ∈ Ncなら求めるべき未知関数，m ∈
O(c)なら Pについての既知関数であることに注意され

たい．

従って，前節と同様，時点 tで成立する問題 [VIP(t)]

は，以下の手続きを繰り返すことで，全てのアクティビ

ティの価値を求められる：i) 条件 (18)を満たす n (ある

いは条件 (19)を満たす c)を探し，ii) その価値 Vn(t) (あ

るいは Vc(t))を，n (あるいは c)について成立する問題

の解として求める．この手続きは，[Alg-NC]を拡張し

た，以下のアルゴリズムとしてまとめられる．

[Alg-C]

Step 0 (初期化)：

NE内の全要素 n′について偏微分方程式 (6)を解

き，価値 Vn′ (t,P)を求める；

全アクティビティnについて A(n) := |O(n)|，全最
小閉路 cについて B(c) := |O(c)|とする；
N̂ := NE．

Step 1 (アクティビティまたは最小閉路の探索)：

N̂の先頭の要素を nとし，N̂から取り除く；集合

I (n)内の全要素mについて，以下を繰り返す：¨ ¥

§ ¦

A(m) := A(m) − 1；

もし A(m) = 0 ならば問題 [VIP(t)-m] の解

Vm(t)を求め，mを N̂の末尾に挿入する．

IC(n)内の全要素 cについて，以下を繰り返す：¨ ¥

§ ¦

価値が未確定な推移先の数：B(c) := B(c)−1；

もし B(c) = 0ならば，問題 [VIP(t)-c] の解

{Vm(t)|∀m ∈ Nc}を求め，Nc内の全要素を N̂

の末尾に挿入．

Step 2 (終了判定)：

N̂ = ∅ならば終了．そうでなければ Step 1．
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5. 標準形相補性問題への帰着

前章までの議論より，複合オプション問題 [P]はオプ

ション・グラフを構成する部分構造ごとの問題 [VIP(t)-n]

あるいは [VIP(t)-c]に分解できることが判った．しかし，

これらはいずれも標準形の VIPでないため，そのまま

では数値解法の開発が困難である．これに対し，赤松・

長江25)はアクティビティごとの問題 [VIP(t)-n]と同じ構

造を持つ VIPが，適切な関数変換によって数理計画分

野で良く知られる標準形の線形相補性問題 (LCP:Linear

Complementarity Problem)に帰着することを示した．本

章では，これを概観すると共に，同様の議論が，最小

閉路ごとの問題 [VIP(t)-c]にも適用可能であることを示

す．この分析結果と，前章で議論したグラフ構造ごと

の問題の分解を活用することにより，任意の構造に適

用可能な効率的数値解法の開発が可能となる (詳細は第

6章を参照)．

(1) アクティビティごとの問題

問題 [VIP(t)-n]は，赤松・長江25)の扱った “分岐オプ

ション問題” と同じ構造を持っており，適切な関数変換

によって，標準形の LCPに帰着する．まず，未知関数

Vn(t)に対して以下の関数変換を考えよう．

Xn(t,P) ≡ −LnVn(t,P) − πn(t,P),∀(t,P) ∈ K . (20)

このとき，Vn(t)は，Xn(t,P)を用いた以下の式：

Vn(t,P) ≡ −DnXn(t,P) − hn(t,P),∀(t,P) ∈ K . (21)

で書き直せる．ここで，Dn ≡ L−1
n は偏微分作用素Lnの

逆作用素であり，Green (積分)作用素と呼ばれる．また，

hn(t,P) ≡ Dnπn(t,P), ∀(t,P) ∈ K . (22)

である．

関数変換式 (20)～(22)を [VIP(t)-n]に代入して整理す

れば，時刻 tについて成立すべき以下の標準形 LCP:

[LCP(t)-n] Find Xn(t) such that
Xn(t,P) ·Gn(Xn(t,P)) = 0,

Xn(t,P) ≥ 0, Gn(Xn(t,P)) ≥ 0
∀P ∈ R.

を得る．Gn(·)は以下の式で定義される線形写像である．

Gn(Xn(t,P)) ≡ −DnXn(t,P) − hn(t,P)

− max.
m∈O(n)

{
Vm(t,P) −Cn,m

}
, ∀(t,P) ∈ K . (23)

ただし，ここでは，当該時刻 tにおいて，状態変数 Pに

ついての既知関数 (あるいは所与の定数)であることを

明示するために上線付きの表現を用いた．

(2) 最小閉路ごとの問題

一方，問題 [VIP(t)-c]は，同様の関数変換により，微分

不可能な写像をもつ非線形相補性問題 (NCP:Non-linear

CP)に帰着する．まず，式 (20)～(22)の関数変換を，最

小閉路 c上の全てのアクティビティn ∈ Ncについて適

用する．これを [VIP(t)-c]に適用すれば，明示的な未知

変数を Xc(t) ≡ {Xn(t)|∀n ∈ Nc}とした，以下の標準形の
非線形相補性問題 NCPを得る．

[NCP(t)-c] Find Xc(t) such that
Xc(t,P) ·Gc(Xc(t,P)) = 0,

Xc(t,P) ≥ 0, Gc(Xc(t,P)) ≥ 0
∀P ∈ R.

ここで，Gc(·) ≡ {Gn(·)|∀n ∈ Nc}は，Xc(t,P)についての

非線形写像であり，その各要素Gn(·)は，以下のように
定義される．

Gn(Xc(t,P)) ≡ −DnXn(t,P) − hn(t,P)

−max.

[
max.

m∈Oc(n)

{
−DmXm(t,P) − hm(t,P) −Cn,m

}
,

max.
m′∈Ôc(n)

{
Vm′(t,P) −Cn,m′

}]
, ∀n ∈ Nc. (24)

ここで，Oc(n) ≡ O(n) ∩ Nc, Ôc(n) ≡ O(n) ∩O(c)である．

これらは，それぞれ，アクティビティnの推移先の内，

最小閉路 c上のアクティビティ集合と，そうでない集

合を表す．また，前節と同様，ここでは時刻 tにおける

状態変数 Pについての既知関数 (および所与の定数)で

あることを明示するために上線付きの記号を用いた．

以上 (1), (2)より，オプション・グラフの部分構造

ごとに分解された変分不等式問題 [VIP(t)-n] および

[VIP(t)-c]は，いずれも，標準形の相補性問題 [LCP(t)-n]，

[NCP(t)-c]に帰着することが判った．

6. アルゴリズム

本章では，前章までの分析を活用した複合オプショ

ン問題 [P]の数値解法を述べる．まず，(1)において離

散的表現のための枠組を示す．次に，(2)～(4)では，変

分不等式問題 [VIP]を離散表現し，第 3～5章での議論

と同様，この問題が，各時点で成立する部分構造ごと

の NCPを逐次的に解く問題へ帰着することを示す．続

く (5)では，こうして分解されたサブ問題の効率的な数

値解法を述べる．最後に，(6)において，複合オプショ

ン問題 [P]の数値解法全体をまとめる．

(1) 離散的表現の枠組

十分に大きな状態変数の領域 [Pmin,Pmax] ∈ Rをとり，
時刻と状態変数の空間 K ≡ {(t,P)|t ∈ [0,T],P ∈ R}を，
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以下の格子：

γ ≡ {(i, j)|∀i ∈ I ,∀ j ∈ J} (25)

を用いて (ti ,P j) ≡ (i∆T, j∆P+ Pmin)と離散表現する．こ

こで，I ≡ {0,1, · · · , I}，J ≡ {0,1, · · · , J, J+ 1}とし，状
態変数の境界を示すインデクスを，それぞれ，min ≡
0,max≡ J+ 1で表す．また，∆T,∆Pは，それぞれ，時

刻および状態変数についての格子間隔を表す．

この枠組下で，任意関数 f : K → Rに対して，格子 γ

の (i, j)座標上での値を，f i, j ≡ f (ti ,P j)と表現する．以下

では，時刻 iについてのベクトル表現 f i ≡ { f i,1
n , · · · , f i,J

n }
を適宜用いる．このとき，式 (7)で定義される偏微分作

用素 Lnは，

LnVn(ti ,P j) ≈ L i
nV i

n + M i
nV i+1

n (26)

と離散近似される．ここで，L i
n, M

i
nは，式 (7)で定義

される偏微分作用素Lnを適当なスキームで差分近似し

て得られる J× Jの正方行列である (例えば，赤松・長

江25)を参照)．

(2) 複合オプション問題の離散的表現

前項の枠組の下で，時間について分解された問題

[VIP(t)] は，未知変数を V i ≡ {V i
n|∀n ∈ N} とした以下

の有限次元 VIPとして離散表現できる．

[VIPi ] Find V i such that

min.
[
−L i

nV i
n − M i

nV i+1
n − πi

n,

min.
m∈O(n)

{
V i

n − V i
m − 1Cn,m

}]
= 0, ∀n ∈ N.

時点 iにおけるサブ問題 [VIPi ]は，その次の時点 i + 1

の最適値関数 V i+1が既知ならば，当該時点の V i のみを

未知変数とした独立な問題となる．ただし，満期 i = I

における値は，終端条件式 (17)を離散表現した以下の

式から計算される．

VI
n = max.

[
Fn, max.

m∈O(n)

{
VI

m − 1Cn,m

}]
, ∀n ∈ N. (27)

これより，複合オプション問題 [VIP] を離散表現した

問題は，終端条件 (27)で得られた VI を与件とし，i =

I − 1, I − 2, · · · ,2,1,0と，時点 i を遡りながらサブ問題

[VIPi ]を逐次的に解く問題に帰着する．

(3) グラフについての分解

時点 i で成立するサブ問題 [VIPi ]は，第 4章と同様，

オプション・グラフの部分構造ごとに成立する有限次

元 VIPに分解できる．まず，オプション・グラフがサ

イクル構造を含まない場合，[VIPi ]は，以下のアクティ

ビティごとの問題に分解できる．

[VIPi-n] Find V i
n such that

min.
{
−L i

nV i
n − M i

nV i+1
n − πi

n,

min.
m∈N(n)

{
V i

n − V i
m + 1Cn,m

}}
= 0.

同様に，サイクル構造が含まれる場合，[VIPi ]は，以下

の最小閉路ごとの問題に分解できる．

[VIPi-c] FindV i
c ≡

{
V i

n|∀n ∈ Nc

}
such that

min.
{
−L i

nV i
n − M i

nV i+1
n − πi

n,

min.
m∈N(n)

{
V i

n − V i
m + 1Cn,m

}}
= 0,∀n ∈ Nc.

こうして求めた問題は，それぞれ，アクティビティごと

の問題 [VIP(t)-n]および最小閉路ごとの問題 [VIP(t)-c]に

対応する．そして，第4章での議論と同様，問題 [VIPi-n],

[VIPi-c]を，アルゴリズム [Alg-NC], [Alg-C]に従って，終

端アクティビティから順番に一つづつ解くことで，時

点 iにおける全てのアクティビティの価値 V i
nが求めら

れる．

ここで，時点 i における終端アクティビティの価値

V i
nは，時点 i + 1での価値 V i+1

n を与件とし，偏微分方

程式 (6)を離散近似した以下の線型方程式の解として得

られる：

L i
n′V

i
n′ + M i

n′V
i+1
n′ + πi

n′ = 0. (28)

(4) 標準形相補性問題への帰着

部分構造ごとの問題 [VIPi-n], [VIPi-c]は，第 5章と同

様，適切な変数変換によって標準形の有限次元相補性

問題に帰着する．まず，本章 (1)で示した離散的枠組の

下では，式 (20)の関数変換は，以下のように離散近似

される．

Xi
n ≡ −L i

nV i
n − M i

nV i+1
n − πi

n. (29)

ここで，次の時点の最適値関数 V i+1
n が既知であれば，

V i
nは Xi

nを用いた以下の式で表現される．

V i
n ≡ −Di

nXi
n − hi

n. (30)

ここで，Di
n ≡

(
L i

n

)−1
は L i

n の逆行列 (J× J正方行列)

であり，(Green)積分作用素に対応する．また，hi
n ≡

Di
n

{
M i

nV i+1
n + πi

n

}
であり，時点 iにおいては所与の定数

として扱えることに注意されたい．

これらの式 (29), (30)を，問題 [VIPi-n]に代入して整

理すれば，明示的な未知変数を Xi
nとした以下の標準形

有限次元 LCPを得る．

[LCPi-n] Find Xi
n such that

Xi
n ·Gi

n(Xi
n) = 0, and Xi

n ≥ 0, Gi
n(Xi

n) ≥ 0.
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ここで，Gn(·)は Xi
nに関する線形関数であり，以下の

式で定義される．

Gn(Xi
n) ≡ −Di

nXi
n − hi

n − max.
m∈N(n)

{
V i

m − 1Cn,m

}
.

この式の第 3項は，問題 [LCPi-n]においては所与の定

数として扱えることに注意されたい．

同様に，式 (29)～(30)を問題 [VIPi-c]に代入すれば，

明示的な未知変数を Xi
c ≡ {Xi

n|∀n ∈ Nc}とした，以下の
標準形の有限次元 NCPを得る．

[NCPi-c] Find Xi
c such that

Xi
c ·Gi

c(X
i
c) = 0, and Xi

c ≥ 0, Gi
c(X

i
c) ≥ 0.

ここで，Gi
c(·) ≡ {Gi

n(·)|∀n ∈ Nc}の要素Gi
nは以下のよう

に定義される．

Gi
n(Xi

c) ≡ −Di
nXi

n − hi
n

−max.

[
max.

m∈Oc(n)

{
−Di

mXi
m − hi

m − 1Cn,m

}
,

max.
m′∈Ôc(n)

{
V i

m′ − 1Cn,m′
}]
, ∀n ∈ Nc. (31)

この式は，第 2項に，未知変数 Xi
cについての最大値演

算を含む．従って，[NCPi-c]は，連続微分不可能な写像

をもつ非線形相補性問題である．

(5) 部分構造問題の効率的解法

こうして得られたアクティビティごとの線形相補性

問題 [LCPi-n]に対しては，最近の数理計画理論の進展

に伴って現れたmerit関数アプローチが有効である．そ

の適用例の詳細については，赤松・長江25)を参照され

たい．さらに，merit関数アプローチは，微分不可能関

数を写像に含む非線形相補性問題 [NCPi-c]に対しても

有効である．以下ではこれを示そう．

a) Merit 関数アプローチを用いた解法

Merit関数アプローチとは，相補性問題 [NCPi-c]を，

以下の性質を満たす連続微分可能な実数値関数Φ(Xc)の

最小化問題に帰着させて解くものである：Xi
cが [NCPi-c]

の解ならば Φ(Xi
c) = 0，そうでなければ Φ(Xi

c) > 0．こ

のような性質を満たし，[NCPi-c]にも適用可能なmerit

関数として，以下の Fukushima型関数26)が挙げられる：

Φ(Xi
c) ≡ −G(Xi

c) · H(Xi
c) −

1
2

H(Xi
c) · H(Xi

c), (32)

where

H(Xi
c) ≡

[
Xi

c −G(Xi
c)
]
+
− Xi

c. (33)

ここで，[Z]+ は正の実数空間 R+ への射影演算子であ

り，その第 k要素はmax.{Zk,0}で表される．式 (32)の

merit関数を用いて問題 [NCPi-c]を解く最も簡単なアル

ゴリズムは，[Alg-Merit]のようにまとめられる26)．この

手続きの Step 1において降下方向ベクトルを求める式

(34)が，写像Gc(·)の微分情報を必要としないことに注
意されたい．これより，[Alg-Merit]は，微分不可能関数

を含む問題 [NCPi-c]にも適用できる．

[Alg-Merit]

Step 0 初期可能解 Xi(1)
c ∈ R+，k := 1．

Step 1 降下方向ベクトルの決定．

d(k) := H(Xi(k)
c ). (34)

Step 2 ステップ・サイズ αを，以下の一次元探索問

題の解として求める．

α∗ = arg. min
α∈[0,1]

Φ
(
Xi(k)

c + αd(k)
)
. (35)

Step 3 解の改訂．Xi(k+1)
c := Xi(k)

c + α∗d(k)

Step 4 収束判定：収束していれば停止，そうでなけ

れば k := k + 1として Step 1へ．

b) 写像の効率的計算法

merit関数アプローチでは，写像Gi
c(X

i)の評価を効率

的に行えるか否かが，アルゴリズム全体の性能を左右

する鍵となる．以下では，この写像の効率的計算方法

を述べる．

時点 i での k回目繰り返し計算におけるアクティビ

ティnの未知変数を Xi(k)
n で表すとき，最小閉路ごとの

問題 [NCPi-c]の写像Gi(k)
c は，以下の 2段階の手続きに

よって計算できる．まず，最小閉路 c上の全てのアク

ティビティについて，以下の線形方程式：

L i
nV i(k)

n = −Xi(k)
n − M i

nV i+1
n − πi

n (36)

を解き，最適値関数 V i(k)
n を求める．この方程式 (36)は，

前節で述べた変数変換式 (29)そのものである．

次に，こうして得られた {V i(k)
n ,∀n ∈ Nc}を以下の式

に代入することで写像の各要素 Gi(k)
n が求められる．

Gi(k)
n := min.

[
min.

m∈Oc(n)

{
V i(k)

n − V i(k)
m − 1Cn,m

}
,

min.
m′∈Ôc(n)

{
V i(k)

n − V i
m′ − 1Cn,m′

}]
, ∀n ∈ Nc. (37)

本来，問題 [NCPi-c]の写像 (31)は逆行列 L i
n
−1を含

むため，これをナイーブに直接計算する方法では，J2

のオーダーの計算量が必要となることに注意されたい．

しかし，上述したように，写像 Gi(n)
n を求める際に必要

となるのは，線形方程式 (36)の解のみである．特に，

Crank-Nicolson法などの一般的な差分スキームを用い

る場合，線形方程式 (36)を解く問題は，常微分方程式

の差分解法とほぼ同形の問題に帰着する．さらに，時

刻 iの k回目の繰り返し計算において，線形方程式 (36)

は最小閉路上の各アクティビティについて一度だけ解

けば良い．従って，問題 [NCPi-c]の写像Gi
c(X

i(k)
c )は，J

のオーダーというわずかな計算量で評価でき，アルゴ

リズム [Alg-Merit]は極めて効率的なアプローチとなる．
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(6) 全体アルゴリズムのまとめ

以上の議論より，離散化表現された複合オプション

評価問題 [VIP]の解法は以下のようにまとめられる．

[Alg-Option Graph]

(終端条件)

for all n ∈ N do

VI
n := max.

[
Fn, max.

m∈O(n)

{
VI

m − 1Cn,m

}]
;

end for

(時刻についての逆向き帰納法)

for i := I − 1 to 0 step−1 do

(初期化)

for all n′ ∈ NE do

差分方程式 (28)を解いて V i
n′ を求める;

end for

A(n) := |O(n)| for all n ∈ N;

B(u) := |O(u)| for all c ∈ C;

N̂ := NE

(グラフ構造ごとに分解された問題の求解)

while N̂ , ∅ do

N̂の先頭要素を nとし，nを N̂から取り除く;

for all m ∈ I (n) do

A(m) := A(m) − 1

if A(m) = 0 then

[Alg-Merit]を用いて問題 [LCPi-m]を

解き，V i
mを求める;

mを N̂の末尾に挿入する;

end if

end for

for all c ∈ IC(n) do

B(c) := B(c) − 1

if B(c) = 0 then

[Alg-Merit] を用いて問題 [NCPi-c] を

解き，V i
cを求める;

Nc内の全要素を N̂の末尾に挿入する;

end if

end for

end while

end for

続く第 7，8章では，それぞれ，本提案手法の判りや

すい適用例を示し，上述のアルゴリズムが適切に動作

することを確認する．

7. 数値計算例 (1)：施設の遊休化・解体が
可能な不動産運用事業

本章で想定する複合オプション例は，不確実に変動

する施設需要に応じて，当該施設の遊休化もしくは解

体が可能な不動産施設運用事業である．以下ではこの

プロジェクトについて想定する状況を示し，前章の解法

によって求めたオプション価値および最適戦略を示す．

(1) 想定する状況とオプション構造

本章で対象とするプロジェクトは，以下の 3つのア

クティビティから構成されるとする：まず，施設の賃貸

が行われている施設運用アクティビティ(A)；次に，施

設が遊休化され，運用再開に備えて維持管理のみが行

われている施設遊休アクティビティ(S)；最後に，施設

が解体され，一切のキャシュ・フローが発生しない更地

アクティビティ(Q)．このプロジェクトの意思決定構造

を，図–7に示す有向グラフで表現する．すなわち，施

設運用アクティビティからは，施設遊休もしくは更地

のいずれかに推移できるとし，施設遊休および更地ア

クティビティからは，施設運用にのみ推移可能である

とする．

事業主体は時々刻々変動する施設需要 P(t)に応じて

これらのアクティビティを変更するものとする．以下で

は，各アクティビティから発生するキャッシュ・フロー

について述べる．まず，施設運用状態 (A) からは，毎

時刻，施設需要に応じた πA(t,P)だけの利潤フローが発

生する．次に，施設遊休状態 (S)からは，賃貸は行われ

ず，運用再開に備えた遊休施設の維持費用のみが発生

する．最後に，更地状態 (Q)からは，一切の利潤フロー

が発生しないとする．

本節では，判りやすい数値計算例を示すため，上述

の枠組に加え，以下の仮定をおく．まず，いかなるア

クティビティにおいても，施設需要 P(t)が以下の幾何

Brown運動に従うと仮定する．

dP(t)/P(t) = αdt + σdZ(t), P(0) = P0. (38)

ここで，α, σは所与の定数である．次に，施設運用状

態 Aおよび施設遊休状態 Sから発生するキャッシュ・フ

ローが，それぞれ，以下の式で表されるとする．

πA(t,P) = P− E, πS(t,P) = −M. (39)

ここで，E,Mは，いずれも所与の定数であり，それぞ

れ，施設運用に毎時刻必要な管理費用，および施設遊

休中の単位時間あたりの維持費用を表す．

このような状況を想定した上で，以下のパラメタの

下で数値計算を行った．まず，計画満期，割引率，施設

需要のドリフトおよびボラティリティとして，

A

S

Q

図–7 施設運用・施設遊休・更地の複合オプション
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T = 20, r = 5%, α = 1%, σ = 20% (40)

を用いた．次に，施設運用および施設遊休状態におけ

る毎時刻あたりの運用・維持管理費用として

E = 1, M = 0.05 (41)

を採用した．最後に，各アクティビティ間の推移費用

として，以下の値を用いた．

CA,S = 0 CS,A = 1.0, CA,Q = 0.2, CQ,A = 5.0 (42)

続く (2)(3)では，これらのパラメタを採用したときの，

各アクティビティの価値および最適意思決定戦略を示す．

なお，上述した複合オプション例は，対象期間を無限

とし，各アクティビティを適切に読み替えれば，Dixit

and Pindyck17)が扱った “参入，撤退，一時停止”オプショ

ンと見なすこともできる．以下では，この古典的手法

と本提案手法による結果の対比も行う．

(2) アクティビティの価値

式 (40)～(42)のパラメタの下で得られた各アクティビ

ティの価値を，図–8～10に示す．これらの図は，横軸に

初期時刻 t = 0での施設需要 P(0) = P0をとり，縦軸に

当該時刻のアクティビティ価値Vn(0,P0)を，n = A,S,Q

について，それぞれプロットしたものである．

まず，図–8において，太い実線 VA は施設運用アク

ティビティの価値を表し，細い実線 V∗A,S ≡ VS−CA,Sお

よび点線 V∗A,Q ≡ VQ − CA,Qは，それぞれ，施設遊休状

態および更地状態へ推移したときの純価値 (i.e.推移先

価値から推移費用を引いたもの)を表す．この図におい

て，施設運用アクティビティの価値 VA は，各推移先の

純価値の包絡線と同じかそれよりも上側を通る曲線と

して表される．そして，VA が V∗A,Sと一致している範囲

[PW,PM ] では施設遊休化が，VA が V∗A,Qに接している

範囲
[
0,PQ

]
では施設の解体 (更地状態への推移)が行わ

れることを意味している．また，これらの境界におい

て，各アクティビティの価値が smooth pasting条件およ

び value matching条件1)を満たしていることが判る．

ここで，図–8の範囲
[
PQ,PW

]
においては，意思決定

を遅延することのオプション価値 VA が，アクティビ

ティ変更により得られる純価値 V∗A,S,V
∗
A,Q よりも大き

い．すなわち，P < Eゆえ負の利潤が発生するにも関

わらず，施設の運用が継続される．このことは，事業

主体が，[PQ,PW] において以下の行動をとることを意

味している：たとえ一時的に利潤が負となっても，今後

の需要の変化に備えて当該施設の遊休化および解体の

いずれが有利となるかが判明するまで待つことを選ぶ．

このような “分岐待ち” 行動25)は，無限満期モデルを用

いた従来型の分析では導かれない．

次に，図–9, 10において，太い実線 VS,VQは施設遊
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0.6

0.8

1

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
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PQ PMPW

VA,S
*

図–8 初期施設需要 P0と施設運用状態 A の価値
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図–9 初期施設需要 P0と施設遊休状態 Sの価値
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図–10 初期施設需要 P0と更地状態 Qの価値

休および更地アクティビティの価値を表し，点線は，そ

れぞれ，V∗S,A ≡ VA −CS,A ,V∗Q,A ≡ VA −CQ,A を表す．い

ずれの図からも，初期施設需要が高い領域で施設運用

状態への推移が行われ，その境界でアクティビティ価

値が value matching条件および smooth pasting条件を満

たすことが判る．

(3) 最適推移ルール

図–11～13は，それぞれ，各アクティビティについ

て，横軸に時刻 tを，縦軸に施設需要 Pを取り，各状況

(t,P) ∈ K ごとの最適推移先アクティビティm∗n(t,P)を

示したものである．この図は，時間と施設需要からな
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図–11 施設運用状態 A での最適戦略区分
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図–13 更地状態 Qでの最適戦略区分

る空間 {(t,P) ∈ K}が，当該状況における最適推移先ア
クティビティによっていくつかの領域に分割されるこ

とを示している．そして，各図の曲線は，この領域の

境界 (i.e.最適推移先が切り替わる境界)を示している．

まず，図–11は，運用アクティビティAからの 3種類

の最適推移戦略 A → A, A → Sおよび A → Qに応じ

て分類された領域の境界を示している．この図より，A

が選択されているときの最適推移ルールを読み取るこ

とができる．例えば，時刻 t = 0で A が選択されてお

り，点 o©から点 a©へと施設需要が変化した場合の最適
戦略は以下のように導出される：まず，点 o©での最適

推移戦略は A → Aであるため，施設の運用が継続され

る．そして，施設需要が点 a©まで落ち込み，最適推移
戦略が A → Sに切り替わると同時に施設は遊休化され

る．一方，施設需要が点 o©から点 b©への過程を辿った
場合，需要が b©に到達した時点で施設は解体され，更
地アクティビティQへの推移が行われる．こうして施

設遊休化あるいは解体された後の最適戦略も，同様に，

各アクティビティごとの図–12, 13を用いて決定できる．

以下では，このように空間 {(t,P)}を最適な推移先アク
ティビティで分割したものを，“最適戦略区分” と呼ぶ．

施設運用アクティビティの最適戦略区分図–11より，

A からの最適推移ルールは，以下の 3つの期間に分類

されることが判る．第 1の期間 t ∈ [0,T1]では，施設需

要が十分に大きければ施設運用を継続し，需要が極端

に小さければ更地状態へと推移する．その中間では，施

設遊休化あるいは “分岐待ち” が行われる．第 2の期間

t ∈ [T1,T2] では，施設の運用を継続するか，施設を解

体するという極端な意思決定が行われる．これは，満

期までの時間が短くなるにつれ，施設の遊休化による

運用費用の節約効果が小さくなるためである．最後の

期間 t ∈ [T2,T] では，施設運用継続あるいは施設遊休

化のみが選択される．満期までの遊休施設の維持費用

の方が，施設解体に必要なサンク・コストよりも小さ

いことを反映している．

次に，図–12, 13に，それぞれ，施設遊休状態 Sおよ

び更地状態 Qでの最適戦略区分を示す．これらの図よ

り，以下の 2つの事が判る．まず，いずれのアクティビ

ティからも，施設需要が高いときには施設運用が再開

され，需要が低いときには当該アクティビティが維持

されることが判る．次に，施設運用再開の閾値が時間

の経過と共に増加することが判る．これは，満期まで

の時間が短くなるにつれ，施設運用再開後の総利潤が

施設運用再開に必要な費用をカバーできなくなること

を反映している．

8. 数値計算例 (2)：段階的供用が可能な
プロジェクトの事前・再評価

本章では，もう一つの複合オプション例として，2区

間にまたがる有料道路の新規建設・運用事業において，

事業主体に以下の行動が許可されている場合を想定す

る：a) 1区間づつ段階的に建設するか，2区間同時に一

括建設するかが選択できる；b)建設を開始する前に，事

業主体が事前評価，計画の凍結，および再評価を行え

る．この複合オプションは，織田澤・小林23)によるプ

ロジェクトの事前・再評価モデルを，段階的供用が可

能な枠組へと拡張したものと位置づけることもできる．

以下では，前章と同様に想定する状況を述べ，第 6章
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の数値解法を適用して得られた最適推移戦略ルールを

示す．

(1) 想定する状況とオプション構造

まず，対象とするプロジェクトが 5つのアクティビ

ティ：事前評価 (O)，計画凍結 (S)，再評価 (R)，1区間

供用 (P)，2区間供用 (F)から構成されるとし，その意

思決定構造が図–14で表されるとする．なお，図–14の

各リンク上の数値は，該当するアクティビティ変更に伴

うサンク・コストを表す．次に，各アクティビティから

発生するキャッシュ・フローは，当該路線の交通需要1に

依存して決定されるとし，時刻 tにおける交通量 P(t)が

式 (38)の幾何Brown運動に従うと仮定する．以下では，

各アクティビティおよびそこから発生するキャッシュ・

フローについて述べる．

事前評価状態 (O) 事業計画の初期段階において，時々

刻々(潜在的)交通量を予測しながら，事業評価を行い，

事業の採択あるいは計画凍結の選択を待っている状態に

相当する．ここで，事前評価を継続するには，単位時間

当たりMOだけの費用が必要である (i.e. πO(t,P) = −MO)

とする．また，事前評価状態からは 1区間づつの段階

的建設のみが可能であると仮定する．すなわち，この

アクティビティOからは，Sもしくは Pにのみ推移可能

であるとする．

計画凍結状態 (S) 当該事業が一時的に凍結された状態

に相当する．このアクティビティでは，事業評価に必要

な費用さえも発生しないため，利潤フローは πS(t,P) = 0

である．このアクティビティSからは，再評価 Rにの

み推移可能であるとする．

再評価状態 (R) 事前評価と同じく，時々刻々予測され

る交通量に基づき，事業の再評価が行われる状態に相

当する．この再評価に必要な単位時間あたりの費用を

MRとする (i.e. πR(t,P) = −MR)．ただし，事前評価状

態とは異なり，再評価の段階では技術革新などの理由

から，当該事業の 2区間一括建設が可能であるとする．

従って，Rからは，S, Pおよび Fのいずれかに推移可

能であるとする．

1区間供用状態 (P) 候補路線の内，1区間が建設・供

用されている状態に相当する．このアクティビティか

0

O

S R

P F

0.01

0

5
15

10.5
4.5

図–14 段階的建設が可能なプロジェクトの意思決定構造
1 供用が開始される前は，何らかの方法で推定された潜在的交通
需要を用いるとする

らは，毎時刻，交通量 P(t)に応じた料金収入から，当

該路線の維持管理費用 EPを引いただけの利潤フローが

発生する (i.e. πP(t,P) = XPP − EP)．ここで，XP,EPは

所与の定数とする．Pからは，拡張工事により Fにの

み推移できる．

2区間供用状態 (F) 2区間の有料道路が全て供用され

ている状態に相当する．このアクティビティからは，毎

時刻，2区間分の料金収入から，当該路線の維持管理費

用 EFを引いただけの利潤フローが発生するとする (i.e.

πF(t,P) = XFP−EF)．ここで，XF,EFは所与の定数であ

る．Fはこのプロジェクト唯一の終端アクティビティで

ある．

上述の枠組の下で，最適推移戦略を求めた結果を以

下に示す．その数値計算例に用いたパラメタは以下の

通りである：まず，計画満期，割引率，交通需要のドリ

フトおよびボラティリティとして，

T = 20, r = 5%, α = 1%, σ = 40%, (43)

を用いた．次に，事前評価状態 Oおよび再評価状態 R

における単位時間あたりの評価費用を，それぞれ，

MO = 0.02, MR = 0.01, (44)

とした．また，1区間供用状態 Pおよび 2区間供用状

態 Fにおける利潤フローのパラメタとして，以下の値

を用いた：

XP = 0.5, EP = 0.6, XF = 1, EF = 1. (45)

最後に，各アクティビティ間の推移費用として，図–14

の各推移リンク上の数値を採用した．

(2) 最適推移ルール

図–15～20に，アクティビティO,R,Sおよび Pの最

適戦略区分を示す．これらの図は，いずれも，横軸に時

刻，縦軸に交通量をとり，各アクティビティからの意思

決定が切り替わる境界をプロットしたものである．ま

ず，図–15は，事前評価状態Oでの最適戦略区分を表し

たものである．この図より，以下の 2点が判る：第 1に，

(潜在的)交通需要が十分に高い場合には O→ P，低い

場合には O→ S，その中間では O→ Oが選択される．

これは直感的にも明らかである．第 2に，満期 T が近

づくにつれ，各最適戦略区分の境界が上昇し，O → S

が大きくなっている．これは，料金収入期間が短くな

るにつれ，意思決定を遅延させることよりも，計画凍

結によって評価費用を節約することの方が，高い価値

をもたらすことを反映している．

次に，再評価状態 Rでの最適戦略区分を示したもの

が図–16である．この図より，再評価状態からの 1区間

建設 R→ Pは，満期までの時間がある程度短い期間で

のみ行われることが判る．これは，建設費用の償還期間
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図–15 事前評価状態 Oでの最適戦略区分
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図–16 再評価状態 Rでの最適戦略区分

が十分に長い場合には，より高い料金収入をもたらす

一括供用のみが選ばれ，償還期間が短い場合には，少

しでも安い建設費用で料金を得られる段階供用が選ば

れることを意味している．

この再評価状態を例に用いて，最適戦略区分とアク

ティビティの価値との関係を示そう．図–17は，横軸に時

点 t = 15での交通需要 P(15)，縦軸にアクティビティの

価値Vn(15,P(15))をプロットしたものであり，その丸で

囲まれた部分を拡大したものが図–18である．この図に

おいて，太い実線は再評価アクティビティの価値VRを表

し，細い実線は，それぞれ，1区間あるいは2区間の供用

を開始したときの純価値V∗R,P ≡ VP−CR,P,V∗R,F ≡ VF−CR,F

を表す．また，図–18における点線は，計画凍結を再開

する場合の純価値 V∗R,S ≡ VS −CR,Sを表す．この図–17

において，再評価状態の価値 VRは，各推移先アクティ

ビティの純価値 VR,mの包絡線と同じかそれよりも上側

の曲線として表される．そして，再評価状態の価値が，

各アクティビティへの純推移価値に value matchingおよ

び smootoh pastingする交通需要の値 PS,PP,PW,PFは，

それぞれ，最適戦略区分図–16において，時刻 t = 15

の点線上の点と同じものを示す．例えば，図–16におい

て，1区間建設 R→ Pが最適戦略となる交通需要の範
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図–17 t = 15での交通需要 P15と再評価状態 Rの価値
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図–18 図–17の拡大図

囲 [PP,PW]では，図–17における再評価Rの価値 VRが

1区間供用の純価値 V∗R,Pに接していることが判る．こ

こでは時刻 t = 15における例のみを示したが，本数値

計算により，任意の時刻において，上述したアクティビ

ティの価値と最適戦略区分の関係が成立していること

が判っている．

図–19は，計画凍結Sでの最適戦略区分を示したもの

である．この図より，満期が近づくほど S→ Rの閾値

が上昇することが判る．これは，料金徴収期間が短く

なることにより，高い交通量による確実な収益が見込

まれない限り S→ Rが行われないことを意味している．

最後に，1区間供用 Pでの最適戦略区分が図–20に示

される．この図より，満期に近い時点では，拡張投資

費用をカバーするだけの料金収入増加が見込めなくな

るため，2区間道路への拡張が行われないことが判る．
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図–19 計画凍結状態 Sでの最適戦略区分
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図–20 1区間供用状態 Fでの最適戦略区分

9. おわりに

本研究では，複雑な連鎖的意思決定構造をもつ社会

基盤整備プロジェクトを複合リアル・オプションと見な

し，その評価および意思決定問題のシステマティックな

記述・分析および見通しの良い数値解法開発のための

枠組を提案した．第 1に，様々な社会基盤整備プロジェ

クトが持つ意思決定構造をオプション・グラフとして

統一的に記述する枠組を提案し，その枠組の下で複合

リアル・オプション問題を定式化した．第 2に，この問

題が時間およびグラフ構造のそれぞれについて分解で

きることを明らかにした．より具体的には，まず，この

問題を時間について分解することで，各瞬間における

最適性条件が変分不等式問題 (VIP)として表現できる

ことを示した．次に，各瞬間で成立する VIPが，オプ

ション・グラフを構成する部分構造ごとの VIPに分解

できることを示した．第 3に，こうして時間と部分構

造ごとに分解された VIPが，適切な関数変換によって，

数理計画分野において良く知られる標準形の非線形相

補性問題 (NCP)に帰着することを明らかにした．最後

に，これらの分析結果に基づき，相補性問題の解法に

関する最新の知見を活用した，一般性のある効率的ア

ルゴリズムを開発した．

本文では述べなかったが，本手法を現実のプロジェ

クトに適用するには，状態変数が従う確率過程 (e.g.第

7章における式 (38))，利潤関数 π(t,P)や終端ペイ・オ

フ F(P)などを，個々の問題ごとに特定化する必要があ

る．従来，こうした確率過程の同定や時系列データの

分析手法に関しては，マクロ計量経済学や金融工学の

分野において研究が蓄積されてきた．しかし，社会基

盤整備プロジェクトを対象としたデータの観測・収集・

蓄積・分析のための方法論が確立しているとは言い難

く，今後の実証的研究の発展が待たれる．

この点に注意すれば，本手法は，従来の金融/リアル・

オプション研究で扱えなかったものを含む，多くの一

般的な状況に適用可能である．まず，本手法は，状態

変数プロセス P(t)が，式 (1)に示すような，任意の一般

的な確率過程に従う状況を取り扱える．次に，式 (1)は

また，状態変数プロセスがアクティビティごとに異な

る場合にも適用できることを意味している．また，本

手法は，理論的には，任意次元の状態変数を取り扱う

ことが可能である (ただし，高次元の場合には大規模な

数値計算が必要となるため，何らかの工夫が必要であ

る)．最後に，本研究で採用したアプローチは，投資タ

イミング以外の選択が可能なモデルへも適用可能であ

る．例えば，投資のタイミングと同時にその規模を選択

できるモデル (例えば，Pindyck27)，Pindyck and He28))

や，投資を始めてからキャッシュ・フロー流列が変化す

るまでに一定の資本蓄積を必要とするモデル (例えば，

Majd and Pindyck29)，Bar-Ilan et al.30))なども，本手法

に容易に組み込むことが可能である．こうした拡張の

詳細やその応用例については，追って報告する予定で

ある．
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