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本研究では，交通状況の動学的不確実性を明示的に考慮した上で，リアルタイム観測情報を活用した動的ラン
プ制御ルールを導き，その特性およびメカニズムを明らかにする．具体的には，まず，従来の 2リンク・ネット
ワークを対象とした動的システム最適交通配分モデルを，旅行時間が不確実に変動する枠組へと一般化し，確
率制御問題として定式化する．こうして定式化された問題の最適性条件を，数理計画分野で知られる一般化線
形相補性問題として再定式化する．この分析結果を活用して，最適制御ルールおよびネットワーク全体の効率
性を評価する効率的数値解法を開発する．最後に，数値解析を通じて，最適制御ルールおよびリアルタイム観
測情報の価値の特性を明らかにする．
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1. はじめに

近年の情報技術の進展は，時々刻々変動する交通状

況のリアルタイム観測を可能とした．そして，このリ

アルタイム観測情報を動的ランプ制御に活用すること

で，高速道路の混雑を改善するのみならず，一般道路

(バイパス道路)も含めたネットワーク全体の効率性を

改善し得ることが期待できる．こうした動的ランプ制

御におけるリアルタイム観測情報の活用は，本質的に，

交通状況 (e.g.自由旅行時間)が，時々刻々，確率動学

的に変動するような場合でのみ意味を持つ．なぜなら，

交通状況が確定的なダイナミクスに従うと仮定する場

合，モデルから導かれる状況と観測される状況は常に

一致すると見なされるため，交通状況を観測する (およ

び，観測情報をランプ制御にフィードバックさせる)必

要がないためである．そこで，本研究では，交通状況

の動学的不確実性を考慮した上で，リアルタイム観測

情報を活用した動的ランプ制御問題に対する新しいア

プローチを提案する．

高速道路のランプ制御によってネットワーク全体の効

率性を極大化させる問題は，一般化された枠組の下では，

動的システム最適 (DSO:Dynamic System Optimization)

配分問題として扱うことができる．こうした DSO配分

問題に関しては，近年，いくつかの研究が存在するが，

いずれも，交通状況の動学的不確実性を考慮した枠組

へ拡張することは困難である．その上，後述するよう

に，DSO配分問題の数理的性質については，確定的な

枠組の下でさえ，それほど多くが明らかにされている

わけではない．その理由として，以下の 2つが挙げら

れよう：第 1に，DSO配分問題を対象とした従来研究

の中には，交通工学的に不適切なモデリングが行なわ

れているものが散見される．Frietzら1)は，確定的な枠

組の下で，一般的な構造のネットワークを対象とした

DSO配分問題を記述・分析した．しかし，このモデル

では，各リンクの流出交通フローを “exit function”とい

う関数で表現しており，交通フローが本来満たすべき

FIFO (First-In-First-Out)条件が成立しないという問題を

残している．Ziliaskopoulos2)は交通フローの進展をセル

伝播 (cell transmission)モデル3)を用いて表現し，一起

点多終点ネットワークにおけるDSO配分問題を線形計

画問題として定式化する枠組を提案した．しかし，こ

の枠組では，セル伝播モデルと線型計画問題の整合性

を保つために，管理者が，いつでも，全ての車両の位

置を任意に操作できる (i.e.道路上で車両を突然止める

ことも可能である)ことを仮定する必要がある．この仮

定は，実行可能性の観点からは妥当であるとは言い難

く，それ故に，このモデルを用いた DSO配分問題の記

述には疑問が残る．DSO配分モデルの数理的特性が明

らかにされていない第 2の理由は，一般ネットワークを

対象とした DSO配分問題が非凸性を持つためである．

このことは，たとえ FIFO原則を満足した適切な DSO

配分モデルを構築できたとしても，モデルの数理的特

性の分析や定量的手法の開発には困難さがつきまとう

ことを意味している．その詳細については，Lovell and

Daganzo4)および Ereraら5)を参照されたい．
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この 2つの理由から，DSO配分モデルの数理的特性

を明らかにしようとするという文脈においては，一般

ネットワークを対象としたモデルを記述・分析するアプ

ローチは有益とは言い難い．こうした背景に鑑み，最

近では，桑原ら6)およびMuñoz and Laval7)は，本研究で

用いるような，2本のパラレル・リンクのみで構成され

るシンプルなネットワークを用いて，最適ランプ制御

モデルの特性を分析した．より具体的には，動的限界

費用の概念に基づいた図式的解法を提案し，確定的な

DSO配分モデルの定性的性質を示した．しかし，この

図式的アプローチは，旅行時間の動学的不確実性を考

慮した枠組に拡張することが極めて困難である．

本研究の目的は，2リンク・ネットワークを対象とし

て，旅行時間が確率動学的に変動する場合の最適ラン

プ制御ルールを導き，その特性およびメカニズムを明

らかにすることである．その上で，ランプ制御にリア

ルタイム観測情報を活用することで改善されるネット

ワーク全体の効率性 (i.e.リアルタイム観測情報の価値)

を評価する．具体的には，まず，従来の DSO配分問題
6),7)を動的不確実性を考慮した枠組へと一般化し，確率

制御問題として定式化する．そして，その最適性条件

を，数理計画問題で知られる一般化相補性問題として

記述する．これにより，確率的 DSO配分問題の解—–

最適ランプ制御ルールおよびネットワークの効率性—–

を効率的に計算するための数値解法を開発できる．最

後に，提案モデルに対する数値解析を行なって最適制

御ルールの特性およびリアルタイム観測情報の価値を

明らかにする．

本稿は以下のように構成される．まず，第 2章でモ

デルの定式化を行なう．第 3章では，この問題の最適

性条件が一般化相補性問題として記述できることを明

らかにし，それを活用した数値計算方法について述べ

る．第 4章および第 5章では，本手法の利用方法およ

び特徴を判りやすく説明するために数値計算例を示す：

まず第 4章では，本手法によって導かれる制御ルール

の具体的な利用方法と制御例を示す．続く第 5章では，

本稿で提案するリアルタイム制御と従来の他の制御や

レッセフェール (laissez-faire)との間で効率性を比較す

る．第 6章はまとめである．

なお，本稿では，n次元の実数空間，非負実数空間お

よび正の実数空間を，それぞれ，Rn,Rn
+ および Rn

++ で

表わす．ただし，記述の簡便化のため，n = 1の場合に

は，それぞれ，R,R+ および R++ と表現する．

2. モデルの定式化

本章では，リアルタイム観測情報を用いた高速道路

の動的ランプ制御問題を定式化する．まず，(1)節でモ
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図–1 対象とするネットワーク

デルの枠組を示し，続く (2)節および (3)節では，それ

ぞれ，状態変数の時間進展を記述する．最後に，(4)節

では，これらの遷移方程式を制約条件とした確率制御

問題として動的ランプ制御問題を定式化する．

(1) モデルの枠組

1つの起終点ペアと 2つのリンクから構成される図 1

のようなネットワークを考え，一方のリンクを高速道路，

もう一本のリンクを (集約化された)一般道路とする．

ある計画時間 [0,T] を考え，時刻 t ∈ [0,T] の単位時

間当りの OD間交通需要 (以下，単に交通需要)を時間

に関する所与の関数 q(t)で表現する．管理者は，任意

の時刻 tにおいて，この交通需要の内，任意の数の利用

者のみを高速道路に流し，残りを一般道路に流すよう

なランプ制御を行なえるとする．より具体的には，時

刻 t に高速道路に流入させる単位時間あたりの利用者

数 (以下，高速道路への誘導フロー)を λ(t)とするとき，

これを 0 ≤ λ(t) ≤ q(t)の範囲で自由に決定することがで

きる．そして，残りの q(t)− λ(t)だけの交通需要を，全

て一般道路に流入させられる1．

本稿では，モデルの性質およびメカニズムを判りや

すく示すため，高速道路および一般道路に対して，下記

の対比的な仮定を置く．まず，高速道路および一般道路

について，単位時間あたりの容量を，それぞれ µF およ

び µAと記述し，時刻 tにおける自由旅行時間を，それ

ぞれ，mF(t)およびmA(t)と記述しよう．そして，上述

した交通需要 q(t)に対して高速道路の容量は比較的小

さく，ボトルネックにおいて待ち行列が発生し得るが，

一般道路の容量は任意の時刻の交通需要 q(t)に比べて

十分に大きく，待ち行列は発生しないとする．そこで，

以下では，高速道路の容量を所与の定数 µF = µで表わ

し，一般道路の容量を µA = ∞とする．次に，高速道
路は一般道路に比べ，常に自由旅行時間が小さい (i.e.

mF(t) < mA(t),∀t)とする．ここで，ランプ制御によって
ネットワーク全体の効率性がどれだけ改善されるかを

議論する際には，各リンクの自由旅行時間mF(t),mA(t)

の差のみが重要であることに留意されたい．そこで，以

1この仮定は，管理者が単にランプを開け閉めできるだけでなく，
高速道路に流入できなかった利用者を強制的に一般道路へ向か
わせられる (ランプの手前で待機させない)ことを意味している．
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図–2 自由旅行時間 m(t)のサンプルパス

下では，任意の時刻 tにおいて，高速道路の自由旅行時

間を 0で基準化し，一般道路の (相対的な)自由旅行時

間をm(t) ≡ mA(t) −mF(t)で表現する．

(2) 高速道路の待ち行列の進展

時刻 t ∈ [0,T] において，高速道路への誘導フローが

λ(t)であるとき，微小時間 [t, t + dt] 間の待ち行列の増

分を dx(t) ≡ x(t + dt) − x(t)と記述すれば，待ち行列の

進展は以下の式で表わされる．

dx(t) =


{λ(t) − µ} dt if x(t) > 0,

{λ(t) − µ} dt if x(t) = 0 andλ(t) ≥ µ,
0 if x(t) = 0 andλ(t) < µ.

(1)

この式は，次のように説明できる：まず，時刻 tに正の

待ち行列 x(t) > 0が存在する場合，誘導フローが容量

を超えていれば待ち行列は増加し，容量を下回れば待

ち行列は減少する．次に，時刻 tに待ち行列が存在しな

い (i.e. x(t) = 0)場合，誘導フローが容量を超えていれ

ば待ち行列は増加するが，容量を下回る場合は待ち行

列は 0のまま変化しない．

(3) 一般道路の自由旅行時間の進展

本稿では，一般道路の自由旅行時間m(t)が図 2のよ

うに時々刻々確率的に変動するものと仮定し，その進

展を確率過程として表現する．まず，事象 (標本過程)

の集合を Ω，そのフィルトレーションを F とし，可測
空間 (Ω,F ) 上の確率測度を P とする．そして一般道
路の旅行時間をこの確率空間 (Ω,F ,P) 上の確率過程

m : [0,T] × Ω → R+ とし，そのプロセスを以下の確率
微分方程式で表現する．

dm(t) = α[t,m(t)] dt+σ[t,m(t)] dW(t), m(0) = m0. (2)

ここで，α, σは，いずれも時刻および旅行時間に関す

る所与の関数であり，それぞれ，単位時間当りの旅行時

間の増分の期待値および標準偏差を表している．W(t)

は確率空間 (Ω,P,F )上で定義される 1次元Wiener過

程であり，dW(t)はその微小時間 dtにおける増分を表

わす．式 (2)の右辺の第 1項は，m(t)の増分の内，確定

的な部分を表わし，第 2項は，確率的な部分 (i.e.一般

道旅行時間の不確実性)を表現している．

(4) 不確実性下での動的システム最適配分問題の定式化

管理者は，計画期間 [0,T]中のネットワーク全体の期

待総旅行時間を最小化するように，リアルタイムに状態

を観測しながら状況依存的 (state contingent)なランプ流

入制御を行う．具体的には，毎時刻 tにおいて待ち行列

x(t)，および一般道旅行時間m(t)を観測し，それらに応

じて高速道路への誘導交通フロー λ(t) ∈ [0,q(t)]を決定

する．すなわち，最適制御戦略は時刻 tおよび交通状態

x,mの関数λ(t, x,m)として定義される2．以下では，全て

の時刻および状態の組合わせに対する制御を，制御ルー

ルと呼び，λ ≡ {λ(t, x,m)|∀(t, x,m) ∈ [0,T] × R+ × R++}
と記述する．これを用いて，ランプ制御問題は以下の

ように定式化される．

[SDSO]

min.
λ
E

[
J(0,T, λ, ω)

∣∣∣(0,0,m0)
]

ここで，E [·|(t, x,m)] は，時刻 t における交通状態

[x(t),m(t)] = (x,m) を与件とした条件付期待演算であ

る．J(t,T, λ, ω)は，制御ルール λの下で，ある事象 (標

本過程) ω ∈ Ωが実現したときに時間 [t,T] に発生する

総旅行時間であり，以下の式で定義される．

J(t,T, λ, ω) ≡
∫ T

t
f (s, x,m, λ) ds (3)

ここで， f (·)は，制御ルール λの下での状態 (t, x,m)に

おける総旅行時間の時間増加率であり，以下の式で定

義される．

f (t, x,m, λ) ≡ λ(t, x,m)
x
µ
+ {q(t) − λ(t, x,m)}m (4)

式 (4)の第 1項および第 2項は，それぞれ，有料道路お

よび一般道路で発生する単位時間あたりの総旅行時間

である．

3. 最適性条件

本章では，問題 [SDSO]の最適性条件が一般化相補性

問題として記述できることを明らかにする．まず (1)節で

は，[SDSO]の最適値関数を定義し，これにDP (Dynamic
2不確実性が存在しない場合，最適制御は時刻のみに依存する (e.g.
ある時刻 t1から t2までの間は容量に等しいだけの交通量を高速
道路に誘導させる)．本稿では，このような (各時刻で観測され
る状態に依存しない) 制御を，オープンループ (open-loop)制御
と呼ぶ．
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Programming) 原理を適用することで HJB (Hamilton-

Jacobi-Bellman) 方程式を導く．続く (2)節では，この

HJB方程式が制御変数について線形であることを用い

て，最適ランプ流入率を bang-bang制御として求める．

(3)節では，こうして求めた最適制御を元のHJB方程式

に代入することで，最適性条件が (無限次元の)一般化

相補性問題として表現できることを示し，(4)節では，

それを活用した数値計算方法について述べる．

(1) HJB方程式

時刻 tに交通状態が [x(t),m(t)] = [x,m]と観測された

ときの問題 [SDSO]の最適値関数を以下のように定義

する．

V(t, x,m) ≡ min.
λ
E [J(t,T, λ, ω)|(t, x,m)] . (5)

DP原理を適用し，伊藤の補題を適用すれば，当該状態

(t, x,m)で成立する以下の HJB方程式を得る3．

min.
0≤λ(t,x,m)≤q(t)

[
f (t, x,m, λ) +

{
Dm +Dx

}
V(t, x,m)

]
= 0. (6)

ここで，f (·)は式 (4)で定義される関数であり，Dm,Dx

は，それぞれ，以下に定義される偏微分作用素である．

Dm ≡
∂

∂t
+ α[t,m]

∂

∂m
+

1
2
{σ[t,m]}2 ∂2

∂m2

Dx ≡


{λ(t, x,m) − µ} ∂∂x if x > 0

{λ(t, x,m) − µ} ∂∂x if x = 0 andλ(t, x,m) ≥ µ
0 if x = 0 andλ(t, x,m) < µ

HJB方程式 (6)左辺の最小化演算内は，それぞれ，状態

(t, x,m)における誘導交通フローを λ(t, x,m)としたとき

の期待総旅行時間の時間増加率を表している：第 1項

は，時刻 tに高速道路および一般道路上で発生する総旅

行時間である；第 2項は微小時間 [t, t + dt] 間に交通状

態が (x,m)から (x+ dx,m+ dm)へと変化することによ

る期待総旅行時間の時間変化率を表している；最後の項

は，さらに，制御できない部分 (時間と一般道路旅行時

間mの変化による部分)DmV(·)と，待ち行列 xの変化

を通じて制御可能な部分DxV(·)から構成されている．

(2) 最適制御の導出

HJB方程式 (6)から，任意の状態 (t, x,m)における高速

道路への最適流入フロー λ∗を求められる．問題 [SDSO]

に対する状態 (t, x,m)での最適制御ルールは，当該時刻

における次の 2つの関係： 1⃝高速道路上の待ち行列 xの

有無；および 2⃝一般道旅行時間 mと高速道路の “社会

的限界費用 (後述)” m∗(t, x,m)の大小関係によって，以

3 確率制御分野におけるこれらの基本的用語・理論に詳しくない
読者のために，HJB方程式 (6)の直感的な導出方法を付録 I で
解説している．

下のように場合分けされる (ただし，記述を簡潔にする

ために，(t, x,m)を (·)で置き換えている)：

1. 一般道旅行時間mが高速道路の社会的限界費

用m∗(·)以上の場合，待ち行列の有無に関わら
ず，λ∗(·) = q(t)．

2. m(t) < m∗(·) の場合，最適制御は待ち行列の
有無によってさらに以下の 2つに場合分けさ

れる：x > 0なる待ち行列が存在するならば

λ∗(·) = 0．x = 0ならば λ∗(·) = µ．
3. ただし，特別な場合として，交通需要が高速道

路の容量より小さく (q(t) < µ)，かつ，待ち行列

が存在しない (x = 0)場合に限り，λ∗(·) = q(t)．

最適流入フローがこのように場合分けされるのは，次

の 2つの理由による：第 1に，HJB方程式 (6)の目的関

数は制御変数 λ(t, x,m)について線形であるため，最適

制御が ‘bang-bang’型となる．第 2に，待ち行列の単位

時間あたりの変化量 dx/dt が，状態方程式 (1)に示す

ように，x = 0付近で連続微分不可能である．

以下では，この最適制御ルールを，x > 0の場合と

x = 0の場合とに分けて導出する．ただし，表記の煩雑

さを避けるため，時刻と交通状態に関する記述 (t, x,m)

を，適宜，(·)で置き換えている．
a) x > 0の場合

この場合，HJB方程式は以下のように書き直せる．

min.
0≤λ(t,x,m)≤q(t)

Z+[λ(t, x,m)] = 0

ここで，

Z+[·] ≡ f (·, λ) +

(
Dm + [λ(·) − µ]

∂

∂x

)
V(·),

Z+ を λで微分すれば，
∂Z+[λ(t, x,m)]

∂λ
=

x
µ
−m+

∂V(t, x,m)
∂x

を得る．これより，x > 0の場合の最適制御 λ∗(t, x,m)

は，以下のように求められる．

λ∗(t, x,m) =

q(t) if m≥ m∗(t, x,m)

0 if m< m∗(t, x,m)
(7)

ここで，m∗(t, x)は以下の方程式：

m=
x
µ
+
∂V(t, x,m)

∂x
(8)

を満足するmとして定義される4．このm∗(t, x)や最適

ランプ誘導フローの経済学的解釈については， c)で後

述する．

4式 (8)において， ∂V(t,x,m)
∂x は，V(t, x,m)と同様，問題 [SDSO] の

解としてしか得られないことに注意されたい．そのため，後述
するように，m∗(t, x) は，方程式 (8)から独立には計算すること
はできず，[SDSO]の最適性条件を解くことによってしか求めら
れない．
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図–3 x = 0のときの最適ランプ制御

b) x = 0の場合

この場合，HJB方程式は以下のように書き直せる．

min.
0≤λ(t,0,m)≤q(t)

Z0[λ(t,0,m)] = 0,

ここで，

Z0[λ(·)] ≡ f (·, λ) +

(
Dm +max.[λ(·) − µ, 0]

∂

∂x

)
V(·).

Z0を λで微分したものは

∂Z0[λ(t,0,m)]
∂λ

=

−m if λ(·) < µ
−m+ ∂xV(t,0,m) if λ(·) ≥ µ

となる．これより，Z0は，図 3に示すように，λに関

して区分的に線形な関数となる．これらの図は，いず

れも，横軸に λ，縦軸に Z0(λ)をとったもので，図 3 a)

は ∂xV ≥ mの場合，図 3 b)は ∂xV < mの場合を，それ

ぞれ表わす．

図 3より，最適ランプ制御が以下のように求められ

る．まず，q(t) < µの場合，誘導フローの上限制約 λ < q

と図 3 a)および図 3 b)より，Z0(λ)は λ∗ = qで最小値

を取る．次に，q(t) > µの場合，∂xV < mならば最適流

入フローは λ∗ = qとなり，∂xV ≥ mならば λ∗ = µとな

る．これより，x = 0の場合の最適制御 λ∗(t,0,m)は

λ∗(t,0,m) =


q(t) if q(t) ≤ µ

q(t) if q(t) > µ andm≥ m∗(t,0)

µ if q(t) > µ andm< m∗(t,0)

(9)

と表わされる．ここで，m∗(t,0) = m∗(t, x)|x=0は，式 (8)

で定義される．

c) 最適制御ルールの経済学的解釈

これまでの議論により，問題 [SDSO]の最適ランプ誘

導フロー λ∗(t, x,m)は，式 (7)および (9)で求められる．

以下では，この最適ランプ誘導フローの経済学的解釈

を述べておこう．

まず，式 (8)で定義した m∗(t, x)は，時刻 tに待ち行

列が x(t) = xであるときの，高速道路の “社会的限界費

用”(を旅行時間で測ったもの) を表わしている：式 (8)

の第 1項は，待ち行列が xであるときの高速道路の旅

行時間を表わし，第 2項は，状態 (t, x)の下で，待ち行

x

m

 a) q(t) < µ

 b) q(t) µ x

m

m*(t,x)

λ∗=0

λ∗=q(t)

λ∗=0

m*(t,x)

λ∗=µ

λ∗=q(t)

λ∗=q(t)

C B

A

D

EF

図–4 高速道路の社会的限界費用 m∗ と最適制御

列を 1単位増やした時の総旅行時間の増加量を表わす．

この内，後者は，状態 (t, x,m)下での “時間外部性6)” を

意味している．したがって，その和m∗(t, x)は，高速道

路の流入フローを 1単位増加させたときのネットワー

ク全体での期待総旅行時間の増分，すなわち，高速道

路の (社会的)限界費用に他ならない．

この高速道路の限界費用 m∗(t, x) は，図 4のような

x-m平面上の曲線として表現できる．図 4の 2つの図

は，いずれも，横軸に待ち行列長 x，縦軸に一般道旅行

時間mを取り，高速道路の限界費用m∗(t, x)を xの関数

(太い曲線)として示したものである．ここで，図 4 a)は

交通需要 q(t)が高速道路の容量 µを下回っている時刻

でのm∗ を，図 4 b)は q(t) ≥ µなる時刻でのm∗ を，そ

れぞれ，示している．任意の状態 (t, x,m)における最適

ランプ誘導フローは，この高速道路の限界費用m∗(t, x)

と，一般道路の限界費用 mとの大小関係 (および待ち

行列の有無)によって以下のように決定される5．

時刻 tにおいて q(t) < µである場合，図 4 a)を用い

て λ∗(·)は以下のように決定される：まず，高速道路上
に待ち行列が存在する (i.e. x > 0)場合，各リンクの限

界費用m∗(t, x)およびmを比較する；そして，前者が小

さければ (例えば，点 A)全ての交通需要を高速道路に

誘導し，後者が小さければ (点 B)全利用者を一般道に

誘導する．一方，待ち行列が存在しない場合 (例えば点

C)，全ての交通需要 q(t)を高速道路に誘導することが

5本稿では，一般道路の容量が極めて大きい (i.e.待ち行列が発生
せず，時間外部性が存在しない)と仮定しているため，一般道路
上の (社会的) 限界費用と個々の利用者の私的費用は一致する．
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最適となる．

q(t) ≥ µの場合，図 4 b)を用いて λ∗(·)は以下のよう
に決定される：まず，高速道路と一般道路との間で限界

費用m∗(t, x)とmを比較し，m≥ m∗(t, x)ならば，待ち

行列の有無によらず，高速道路に全ての需要を誘導する

ことが最適となる (例えば点 D)．一方，m< m∗(t, x)の

場合，λ∗(·)は，待ち行列の有無に依存して決定される:

待ち行列が存在するならば全需要を一般道路に誘導す

る (点E)；x = 0ならば高速道路に µ，一般道路に q(t)−µ
だけのフローを誘導する (点 F)．これにより，待ち行列

を新たに発生させずに一般道路への流入フロー (ひいて

は期待総旅行時間の増加)を最小限に抑えられる．

(3) 一般化相補性問題としての最適性条件の記述

前節で求めた最適制御を HJB方程式 (6)に代入すれ

ば，V(t, x,m)が従うべき最適性条件を導出できる．本

節では，この最適性条件が一般化相補性問題 (GLCP:

Generalized Linear Complementarity Problem)として記

述できることを明らかにする．以下では，図 4に従い，

次の 3つの場合に分けて議論する：a)待ち行列 x > 0が

存在する; b) x = 0かつ交通需要 q(t)が容量 µ以上; c)

x = 0かつ q(t) < µ．

a) x > 0の場合

この場合，最適制御はλ∗(·) = qかλ∗ = 0のいずれかで

ある．まず，m≥ m∗(t, x)の場合，最適制御λ∗(·) = q(t)を

HJB方程式 (6)に代入すれば，最適値関数 V(t, x,m)|x>0

が従うべき以下の関係式を得る． Fq[V(·)] ≡ Lq−µV(t, x,m) + q(t)x/µ = 0,

F0[V(·)] ≡ L−µV(t, x,m) + q(t)m≥ 0
(10)

ここで，Lq−µおよび L−µは，それぞれ，待ち行列の変
化が dx(t) = (q− µ) dtおよび dx(t) = −µdtであるとき

の状態変数 [x(t),m(t)]の生成作用素 (generator)であり，

以下のように定義される.

Lq−µ ≡ Dm + (q− µ)
∂

∂x
, L−µ ≡ Dm − µ

∂

∂x

なお，式 (10)の下側の不等式は，m≥ m∗(t, x)および最

適値関数の自明な性質 ∂xV(·) ≥ 0より容易に導かれる．

次に，m< m∗(t, x)の場合，最適制御は λ∗(·) = 0であ

るため，これを HJB方程式 (6)に代入すれば， Fq[V(·)] ≡ Lq−µV(t, x,m) + q(t)x/µ > 0,

F0[V(·)] ≡ L−µV(t, x,m) + q(t)m= 0
(11)

を得る．

これより，任意の状態 (t, x,m)|x>0において，最適値

関数 V(t, x,m)|x>0は，以下の (無限次元)一般化相補性

問題の解として特徴づけられる．

[GLCP-A] Find V(t, x,m)|x>0 such thatFq[V(·)] · F0[V(·)] = 0,

Fq[V(·)] ≥ 0, F0[V(·)] ≥ 0
∀(x,m) ∈ R++×R++.

b) x = 0かつ q(t) ≥ µの場合
この場合，最適制御は λ∗(·) = q(t)か λ∗(·) = µのい

ずれかである．まず，m ≥ m∗(t,0)の場合，最適制御

λ∗ = q(t)を HJB方程式 (6)に代入すれば，最適値関数

V(t, x,m)|x=0,q(t)≥µ が従うべき以下の関係式を得る． Gq[V(·)] ≡ Lq−µV(t, x,m) = 0,

Gµ[V(·)] ≡ L0V(t, x,m) + (q− µ)m≥ 0
(12)

ここで，L0 ≡ Dmは，待ち行列が変化しない (i.e. dx(t) =

0)ときの状態変数の生成作用素である．なお，式 (12)の

下側の不等式は，定義式Lq−µV(·) ≡ L0V(·)+(q−µ)∂xV(·)
およびm≥ m∗(t,0)より，容易に導かれる．

次に，µ < ∂xV(·)の場合，最適制御は λ∗ = µである

ため，これを HJB方程式 (6)に代入すれば，最適値関

数が従う以下の関係式を得る． Gq[V(·)] ≡ Lq−µV(t, x,m) > 0,

Gµ[V(·)] ≡ L0V(t, x,m) + (q− µ)m= 0
(13)

これより，任意の状態 (t, x,m)|x=0,q(t)≥µ における最適

値関数 V(·)は，以下の (無限次元)一般化相補性問題の

解として特徴づけられる．

[GLCP-B] Find V(t, x,m)|x=0,q(t)≥µ such thatGq[V(·)] ·G0[V(·)] = 0,

Gq[V(·)] ≥ 0, G0[V(·)] ≥ 0,
∀m ∈ R++.

c) x = 0かつ q(t) < µの場合

この場合，HJB 方程式 (6) に最適制御 λ∗(·) =

q(t) を代入すれば，当該時刻 t において最適値関数

V(t, x,m)|x=0,q(t)<µ が従う以下の偏微分方程式を得る．

[PDE-C] FindV(t, x,m)|x=0,q(t)<µ such that

H [V(·)] ≡ L0V(t, x,m) = 0, ∀m ∈ R++. (14)

ここで，L0 ≡ Dmは，待ち行列が変化しないとき (i.e.

dx(t) = 0)の状態変数の生成作用素である．

d) 終端条件および境界条件

問題 [GLCP-A], [GLCP-B]および [PDE-C]の終端条件

および境界条件は，以下のように示される．まず，計

画満期 t = T 以降にネットワークに流入する利用者の

総旅行時間は無視されるので，終端条件は，

V(t, x,m)|t=T = 0, ∀(x,m) ∈ R+ × R++, (15)
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と表わされる．

次に，待ち行列に関する境界条件を示そう．下側境界

x = 0で最適値関数が満たす条件は，問題 [GLCP-B]お

よび [PDE-C]に他ならない．一方，上側境界 x→ ∞で
は，高速道路に一切交通量を誘導しない制御 λ∗ = 0が

常に最適となる．そのため，最適値関数 V(t, x,m)|x→∞
は，以下の式で与えられる．

V(t, x,m)|x→∞ = E
[∫ T

t
q(s)m(s) ds

∣∣∣∣∣∣ (t, x,m)

]∣∣∣∣∣∣
x→∞

∀(t,m) ∈ [0,T] × R++. (16)

この境界での最適値関数 V(t, x,m)|x→∞ は，以下の偏
微分方程式の解として求められることが知られている

(Feynman-Kacの公式)．L0V(t, x,m) + qm= 0, ∀(t,m) ∈ [0,T) × R++,

V(T, x,m) = 0, ∀m ∈ R++.
(17)

最後に，一般道路の自由旅行時間についての境界条

件を示す．下側境界m→ 0では一般道路の自由旅行時

間が極めて低く，その後も殆ど変化しない．従って，最

適制御は全ての流入交通量を一般道路に誘導すること

(i.e. λ∗ = 0)であり，最適値関数は

V(t, x,m)|m→0 = 0, ∀(t, x) ∈ [0,T] × R+, (18)

で与えられる．一方，上側境界m→ ∞においては，全
ての流入交通量を高速道路に誘導する制御が最適となる

ため，最適値関数は，以下の確定的な値で与えられる．

V(t, x,m)|m→∞ = ψ(t, x) ≡
∫ T

t
q(s)x(s)/µds,

∀(t, x) ∈ [0,T] × R++. (19)

ここで，各境界条件での最適値関数は，いずれも，式

(16)，(18)および (19)から，(問題 [GLCP-A], [GLCP-B]

および [PDE-C]の解とは別に)予め計算しておけること

に注意されたい．このことは次に示す数値計算方法の

開発において重要となる．

ここまで示した最適性条件は，図 5のように表わせ

る．図 5 a), b)は，いずれも，横軸に待ち行列 x，縦軸

に自由旅行時間mを取り，ある時刻 tにおいて，各状態

(x,m)で最適値関数が従う偏微分方程式を示したもので

ある．図 5 a)は，時刻 tにおける交通需要が高速道路の

容量以上の場合 (i.e. q(t) ≥ µ)，図 5 b)は q(t) < µの場

合の最適性条件を，それぞれ，表している．各図にお

いて，最適ランプ制御 λ∗(·)および最適値関数が従う偏
微分方程式が切り替わる境界は，前節までで議論した

高速道路の限界費用 m∗(t, x)そのものである．ここで，

この境界m∗(t, x)は，問題 [GLCP-A]あるいは [GLCP-B]

を解くことによってはじめて決定される “自由境界” で

あることに注意されたい．次節では，各時刻 tにおける

x

m

b)  q(t) < µ

L−µ V+mq = 0

Lq-µV+xq/µ = 0

L0 V = 0 [GLCP-A]

[PDE-C]

a)  q(t) µ

L0V+m(q µ)=0
L−µ V+mq=0

Lq-µV+xq/µ =0
Lq-µV = 0

x

m

[GLCP-B] [GLCP-A]

(mg0)

(m!1)

(x!1)

(mg0)

(m!1)

(x!1)

図–5 最適性条件の概念図

この自由境界および最適値関数を求めるための数値解

法を示そう．

(4) 数値計算方法

前節までで，不確実性下での動的システム最適配分

問題 [SDSO]は，各時刻で成立すべき一般化相補性問題

[GLCP-A], [GLCP-B]および偏微分方程式 [PDE-C]とし

て再定式化でき，その終端条件および境界条件が，そ

れぞれ，式 (15)および式 (16)，(18)，(19)で与えられ

ることを述べた．本節では，これを活用した数値計算

方法の基本的概念を解説する．

まず，任意の時刻 t，待ち行列 xおよび一般道旅行時

間 mからなる空間 {(t, x,m)|(t, x,m) ∈ [0,T] × R+ × R+}
を，図 6のような離散格子を用いて，

t → ti ≡ i∆t, i = 0, 1, · · · , I,
x → x j ≡ j∆x, j = 0, 1, · · · , J, J+ 1,

m → mk ≡ k∆m, k = 0, 1, · · · ,K,K + 1,

(20)

と離散表現する．∆t,∆x,∆mは，それぞれ，時刻，待ち

行列，および一般道路旅行時間の各軸方向の離散格子

間隔である．この離散格子上の地点 (i, j, k)における最

適値関数 V(t, x,m)の値を Vi, j,k ≡ V(ti , x j ,mk)と記述す

る．表記の簡便化のため，時点 iの j番目待ち行列にお

ける格子 {(i, j, k)|k = 1, · · · ,K}上の最適値関数を K 次

元列ベクトル V i, j ≡ [Vi, j,1, · · · ,Vi, j,K ] ′で表わし，時点 i

における格子 {(i, j, k)| j = 1, · · · , J, k = 1, · · · ,K}上の最
適値関数を以下の JK次元列ベクトルで表わす．

V i ≡
[
Vi,1,1,Vi,2,1, · · · ,Vi,J,1,Vi,1,2, · · · ,Vi,1,K , · · · ,Vi,J,K

]
′.
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x j

mk
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i=
0

i=
I-1

i
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I

i=
1

j

k

K+1

J+1

K

1 j

k

図–6 離散格子

この離散的枠組の下で，問題 [GLCP-A], [GLCP-B]お

よび [PDE-C]に現れる偏微分作用素は，それぞれ，以

下のように離散近似できる．

Lq−µV(ti ,m, x)|x>0≈ L i
q−µV

i + M i
q−µV

i+1 + wi
q−µ,

L−µV(ti ,m, x)|x>0≈ L i
−µV

i + M i
−µV

i+1 + wi
−µ,

Lq−µV(ti ,m, x)|x=0≈ L i,0
q−µV

i,0 + M i,0
q−µV

i+1,0 + wi,0
q−µ,

L0V(ti ,m, x)|x=0≈ L i,0
0 V i,0 + M i,0

0 V i+1,0 + wi,0
0 ,

(21)

ここで，L i
n, M

i
n,n ∈ {q−µ,−µ}は，それぞれ，JK×JK行

列，L i,0
n , M

i,0
n ,n ∈ {q−µ, 0}は，それぞれ，K×K行列であ

り，時点 iにおける状態遷移方程式 (1)および (2)によっ

て決定される．wi
n,n ∈ {q−µ,−µ}, i = 0,1, · · · , Iはそれぞ

れ，JK列ベクトル，wi,0
n ,n ∈ q− µ,0, i = 0,1, · · · , I は，

それぞれ，K 列ベクトルであり，境界条件 [GLCP-B]，

[PDE-C]および式 (16), (18), (19)より計算される．

これより，時点 iで成立すべき問題 [GLCP-A]は，以

下の有限次元一般化相補性問題として離散表現できる．

[GLCP-Ai ] FindV i such thatFq(V i ,V i+1) · F0(V i ,V i+1) = 0,

Fq(·) ≥ 0JK, F0(·) ≥ 0JK,

ここで，

Fq(V i ,V i+1) ≡ L i
q−µV

i + M i
q−µV

i+1 +
qi

µ
xJK + w

i
q−µ,

F0(V i ,V i+1) ≡ L i
−µV

i + M i
−µV

i+1 + qi mJK + w
i
−µ,

である．qi は時点 i での OD交通需要を表わす．xJK

および mJK は，それぞれ，x j ,mk を，格子 {( j, k) =

(1,1), (1,2), · · · , (1,K), (2, 1), · · · , (J,K)}に合わせて並べ
た JK次元列ベクトルである．0JKは全ての要素が 0で

あるような JK次元列ベクトルである．

同様に，時点 i に境界 j = 0 で成立すべき問題

[GLCP-B]および偏微分方程式 [PDE-C]は，それぞれ，

以下のように離散表現される．

[GLCP-Bi ] Find V i
0 such thatGq(V i

0,V
i+1
0 ) ·Gµ(V i

0,V
i+1
0 ) = 0,

Gq(·) ≥ 0K ,Gµ(·) ≥ 0K .

[PDE-Ci ] FindV i
0 such that

L i,0
0 V i,0 + M i,0

0 V i+1,0 = 0K .

ここで，

Gq(V i
0,V

i+1
0 ) ≡ L i,0

q−µV
i,0 + M i,0

q−µV
i+1,0,

Gµ(V i
0,V

i+1
0 ) ≡ L i,0

0 V i,0 + M i,0
0 V i+1,0 + (qi − µ)mK

である．mK ≡ {m1, · · · ,mK} ′ であり，0K は全ての要素

が 0であるような K 次元列ベクトルである．

この離散的枠組の下での終端条件および境界条件は，

それぞれ，以下のように表現される．まず，終端条件

式 (15)は，

VI = 0JK (22)

と表現される．次に，x → 0における境界条件は問題

[GLCP-Bi ]および [PDE-Ci ]で表わされる．x→ ∞で成
立する Feynman-Kac公式 (16)は，以下の線形方程式と

して記述し直される．

L i,J+1
0 V i,J+1 + M i,J+1

0 V i+1,J+1 + qi mK = 0K . (23)

ここで，L i,J+1
0 , M i,J+1

0 は，K × K 行列であり，状態遷移

方程式より決定される．最後に，m→ 0およびm→ ∞
における境界条件 (18), (19)は，それぞれ，

Vi, j,0 = 0,Vi, j,K+1 = ψ(ti , x j),

i = 0, 1, · · · , I − 1, j = 0,1, · · · , J, J+ 1, (24)

と離散表現される．ここで，ψ(·)は，式 (19)で定義さ

れる．

時点 iで成立すべき問題 [GLCP-Ai ]，[GLCP-Bi ]は，い

ずれも，時点 i + 1における最適値関数 V i+1 が与件で

ある場合，V i のみを未知変数とする他の時点から独立

した問題となることに注意されたい．これより，問題

[SDSO]の数値解を求める手続きは，以下のようにまと

められる．¨ ¥

§ ¦

[Algo-SDSO]
Step 0 終端条件 VI := 0．i := I − 1．
Step 1 境界条件式 (23), (24)より，時点 iにおける x = 0

以外の境界での最適値関数V i,K+1, {(Vi,0,k,Vi,J+1,k)|k =
1, · · · ,K}を求める．

Step 2 時点 i + 1での最適値関数 V i+1 および x = 0以
外の境界での最適値関数を与件とし，x = 0での最
適値関数 V i,0を計算：qi ≥ µならば問題 [GLCP-Bi ]
を，qi < µならば問題 [PDE-Ci ]を V i,0を，それぞ
れ解く．

Step 3 時点 i + 1での最適値関数 Vi+1 および，Step 1,
Step 2で求めた境界での最適値関数を与件とし，問
題 [GLCP-Ai ]を解いて V i を求める．

Step 4 i = 0ならば終了．そうでなければ，i := i − 1と
して Step 1へ．

8
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図–7 高速道路の限界費用 m∗(t, x)

[Algo-SDSO] で解くべきサブ問題 [GLCP-Ai ] および

[GLCP-Bi ]のような有限次元一般化相補性問題に対して

は，近年，数理計画の分野において様々な効率的解法

が開発されている (例えば，Ferris and Pang8), Peng and

Lin9), Jiang et al.10))．本稿では，この内，自然な仮定の

下で大局的収束と局所二次収束 (local Q-quadratic)が保

証されている Peng and Lin9)の解法を採用した．その詳

細については，付録 II を参照されたい．

4. 数値計算例: 最適ランプ制御ルール

本章では，提案枠組の判り易い適用および図 4に示

した高速道路の限界費用m∗と最適制御ルールの利用方

法を示すために，前章で述べた解法を用いた数値計算

結果の例を示す．

以下では，まず，モデルの特性を判り易く示すため，

交通需要 q(t)を以下の階段関数として特定化する：

q(t) ≡

q1 if 0 ≤ t < T
2

q2 if T
2 ≤ t < T

(25)

ここで，q1,q2は所与の定数で，0 < q2 < µ < q1 < T な

る関係を満たす．次に，一般道旅行時間の状態遷移方

程式 (2)を，以下の幾何 Brown運動として記述する.

dm(t) = αm(t) dt + σm(t) dW(t), m(0) = m0. (26)

ここで，α, σは所与の定数である．本稿では，数値計

算のベース・ケース・パラメータとして以下を用いる．

T = 1, µ = 0.5, q1 = 1.2, q2 = 0.4,

α = 0, σ = 0.4， m0 = 0.5, x0 = 0.1.

図 7に時刻 t = 0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1における最適制

御ルールを表わす．この図は，最適制御が切り替わる境

界，すなわち，高速道路の限界費用m∗(t, x)を，横軸に

高速道路の待ち行列長 xをとってプロットしたもので
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図–8 一般道旅行時間 m(t)と高速道限界費用 m∗[t, x∗(t)]
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図–9 最適制御下での待ち行列 x∗(t)
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図–10 最適誘導交通流率 λ(t)∗

ある．図 7より，以下の 2つが判る：まず，待ち行列が

十分に大きいとき，高速道限界費用m∗(t, x)は待ち行列

長 xに対して傾き 1/µの線形関数となる．これは，待

ち行列が大きい場合には，∂xV が待ち行列長 xについ

てゼロ次同次となることを示唆している．次に，高速

道限界費用m∗(t, x)は時間と共に減少する．これは，残
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存制御期間が短いほど，待ち行列の時間外部性 ∂xVが

小さくなることを反映している．

この最適制御ルールを用いた制御方法を図 8,9および

10に示す．これらの図の横軸はいずれも時刻を，縦軸

は，それぞれ，一般道旅行時間m，高速道路の待ち行列

長 x，および交通流率を表わす．まず，図 8において，

m(t)は，初期値をm0 = 0.5とした一般道旅行時間の一

つの標本過程を表わし，m∗[t, x∗(t)]はこの標本過程の下

での高速道限界費用を表わす．x∗(t)は，初期値 x0 = 0.1

の下で標本過程 {m(t)}に対して最適制御を行なった結果
として得られる時刻 tでの待ち行列の長さである．図 9

は，この最適待ち行列 x∗(t)を，横軸に時間を取ってプ

ロットしたものである．

この 2つの図 8，9を用いて，最適誘導交流率 λ∗(t)は

以下のように求められる．まず，一般道旅行時間 m(t)

が高速道限界費用 m∗[t, x∗(t)] を上回っている場合，全

ての交通需要を高速道路に誘導することが最適となる

(i.e. λ∗(t) = q(t))．一方，m(t) < m∗[t, x∗(t)] である場合，

最適制御はさらに以下の 2つに場合分けされる—–高

速道路に待ち行列が存在しなければ (i.e. x∗(t) = 0)，容

量 µに等しいだけの交通量を高速道路に誘導すること

が最適 (i.e. λ∗(t) = µ)となり，正の待ち行列が存在する

ならば (i.e. x∗(t) > 0)，高速道路に一切誘導しないこと

が最適 (i.e. λ∗(t) = 0)となる．

こうして求められた最適誘導交通流率 λ∗(t)を図 10

に示す．この図において，q1および q2は，それぞれ，

時刻 T
2 前後で切り替わる交通需要の 2つのレベルを表

わし，µは，高速道路の容量を表わす．この図より，ま

ず，m(t) > m∗(t)となる 2つの時間帯—– [tA , tB]および

[tC,T] —–では，λ∗(t) = q(t)となることが判る．次に，

m(t) < m∗(t)となる時間帯，[0, tA ] および [tB, tC] の内，

x∗(t) = 0となる時間帯 [s1, tA ] では λ∗(t) = µとなる一

方，x∗(t) > 0となる時間帯 (i.e. [0, s1]および [tB, tC])で

は λ∗(t) = 0となることが判る．次章では，このリアル

タイム制御の特性およびパフォーマンスを評価する．

5. 提案ランプ制御則のパフォーマンス評価

本章では，リアルタイム観測情報を用いたフィード

バック制御の特性を明らかにし，その効率性を評価す

る．具体的には，まず，(1)において，従来の動的シス

テム最適 (DSO: Dynamic System Optimal) 配分問題と，

本研究における確率的DSO配分との間で用いられる情

報，およびそのランプ制御戦略の違いを述べる．次に，

(2)において，管理者がランプ制御を行なわない場合を

考える．この時，そこで実現し得る交通配分パターン

は，利用者が経路選択に活用できる情報に応じて変化

すると考えるのが自然である．そこで，(2)では，利用

t

0

q(t)

TT/3 2T/3

µ
qoffpeak

qpeak

図–11 交通需要 q(t)

者がリアルタイム観測情報を取得・活用できる場合と，

そうでない場合について，それぞれ，想定する配分パ

ターンを述べる．ここで，配分パターンとは，高速道

路への流入フローの時間経路 {λ(t)}として定義される．
最後に，(3)および (4)において，本研究で提案する動

的ランプ制御の効率性およびリアルタイム観測情報の

“価値” を明らかにする：(3)においては，それぞれの配

分パターンの期待総旅行時間を求め，感度分析を用い

てフィードバック制御の効率性を示す．(4)では，ラン

プ制御におけるリアルタイム観測情報の価値を示す．

本章では，以下の状況を想定する：まず，計画期間を，

ピーク時間帯を中心とした 3時間 (i.e. T = 3)とする．次

に，ネットワーク全体への交通需要 q(t)を，t ∈ [ 1
3T, 2

3T]

においてのみ交通量がピーク q(t) = qpeakとなり，それ

以外でオフピーク q(t) = qoffpeakとなる図 11のような

階段関数として定義する．高速道路の容量を µ = 2.5

(千台/時)とし，ピークおよびオフピーク時の交通量を，

それぞれ，qpeak = 2µ = 5および qoffpeak = µ/2 = 1.25

(千台/時)とする．この時，計画期間全体での総交通需

要は Q ≡
∫ T

0
q(t) dt = 7.5 (千台)となる．最後に，一般

道路の旅行時間を式 (26)の幾何 Brown運動で表わし，

α = 0, µ = 0.4およびm0 = 0.25 (時間)とする．

(1) フィードバック制御とオープンループ制御

まず，本研究における確率的DSO配分問題と従来型

の DSO配分問題の違いを明確するため，これらの動的

ランプ制御に用いられる観測情報を，“リアルタイム・

データ” と “ヒストリカル・データ” とに明示的に区別

しよう：ある日付 dの時刻 t における一般道旅行時間

を md(t)で表す．ここで，制御を行う日付を Dとする

とき，制御日 Dの時刻 tにおける “ヒストリカル・デー

タ” とは，制御日以前に観測された時刻 tにおける一般

道旅行時間の集合として定義できる．以下では，これ

をMD(t) ≡ {md(t)|d < D}と記述する．これに対し，制
御日 Dの時刻 tにおける “リアルタイム・データ” とは，

制御日当日の時刻 tに実現している一般道旅行時間であ

り6，単にm(t) ≡ mD(t)と記述する．
6正確には，時刻 tに一般道路に進入した車両が終点に到着するま
でに必要とする真の旅行時間 mreal(t) は，当該日の時刻 t +m(t)

10



このとき，従来型のDSO配分問題とは，ヒストリカ

ル・データ {MD(t)}のみを用いて誘導交通流率の時間
経路 {λ(t)}を事前に決定する確定的なランプ制御問題と
見なせる．すなわち，DSOランプ制御では，(制御日 D

以前に)ヒストリカル・データMD(t)から一般道旅行時

間の期待値 m̄(t) ≡ E
[
mD(t)|MD(t)

]
を，各時刻について

予め求めておく．そして，ただ一つの時間経路 {m̄(t)}に
ついて総旅行時間を最小化する以下の問題：

[DSO] min.
{λ(t)|t∈[0,T]}

∫ T

0

{
λ(t)

x(t)
µ
+ (q(t) − λ(t))m̄(t)

}
dt

を解くことで，最適誘導交通流率を時間のみの関数 λ(t)

として求める．そのため，従来のランプ制御では，事前

に求めた期待値 m̄(t)が大きく外れた旅行時間が実際に

観測されたとしても，実際に観測される旅行時間 m(t)

からどれだけ乖離しようとも，誘導交通流率は変わら

ない．

これに対し，本研究で提案するランプ制御は，ヒス

トリカル・データに加えてリアルタイム観測情報をも活

用したものと位置付けられる．具体的には，まず，(制

御日 D以前の)ヒストリカル・データ {MD(t)}からm(t)

が従うべき確率微分方程式 (2)のドリフト関数 α[t,m(t)]

とボラティリティ関数 σ[t,m(t)]を特定化する．そして，

これらを与件として問題 [SDSO]を解くことで，最適誘

導交通流率を時間と状態の関数 λ(t, x,m)として求める．

以下では，リアルタイム観測情報 {m(t)}を時々刻々反
映させた動的ランプ制御を，フィードバック制御 (FC:

Feedback Control)と呼び，そこで実現する配分パター

ンを，問題 [SDSO]の解 λFC ≡ {λ(t, x,m)}で表わす．こ
れに対し，一般道旅行時間の期待値 {m̄(t)}のみに基づ
いた従来型の動的ランプ制御を，オープンループ制御

(OC: Open-loop Control)と呼び，そこで実現する配分

パターンを，問題 [DSO]の解 λOC ≡ {λ(t)}で表現する．

(2) レッセ・フェール (自由放任)下での交通量配分

本稿では，管理者がランプ制御を行なわない，レッ

セ・フェール (laissez-faire:自由放任)の場合について

も，その効率性を比較対象として評価する．一般に，ラ

ンプ制御が行なわれない場合，個々の利用者は，(シス

テム全体の効率性とは無関係に)自らの効用のみを最大

化するリンクを選択する．そのため，レッセ・フェール

の下で実現する交通量配分 (i.e. 高速道路への流入)パ

ターンは，利用者に与えられる情報の違いに応じて異

なると考えるのが自然であろう．本稿では，管理者が

利用者にリアルタイム観測情報を公開する場合と，そ

までは明らかにならない．そのため，ここでは，(当該日の) 時
刻 t までに観測された情報から何らかの手法 (e.g. 同時刻法，
time-slice法)で求めたmreal(t)の最良の予測値をm(t)とする．こ
うした旅行時間予測の詳細については本研究の範囲を超えるの
で省略するが，その予測・推計に時刻 t までの最新の情報を用
いる限り，m(t) は “リアルタイム観測情報” と見なせる．

うでない場合について，以下の 3つの配分パターンを

想定する．

まず，利用者が時々刻々リアルタイム観測情報

[x(t),m(t)] を受け取れる場合，全ての利用者が，各時

刻 tにおいて高速道路の旅行時間 x(t)/µと一般道路の旅

行時間m(t)を比較し，より旅行時間の小さいリンクに流

入する．これは動的利用者均衡 (UE: User Equilibrium)

状態に相当し，時刻 tにおける高速道路への流入率は，

時刻と状態の関数：

λUE(t, x,m) =

q(t) if x/µ < m

0 if x/µ ≥ m
(27)

で表わされる．以下では，この流入パターンを UE配

分と呼び，λUE ≡ {λUE(t, x,m)}と記述する．
一方，利用者がリアルタイム観測情報を受け取れな

い場合，時刻 tに当該ネットワーク起点に到着した利用

者は，以下のリンク選択行動を取ると考えられる：時

刻 tでの交通状況 [x(t),m(t)] を，自らの経験 (e.g.個々

の利用者が個別に持つヒストリカル・データ) に基づ

いて推測し，当該時刻での旅行時間がより短いと予想

されるリンクを選択する．本章では，その極端なケー

スとして，利用者が各時刻での交通状況に関する情報

を一切持たない場合を仮定する．この場合，利用者は，

高速道路と一般道路のどちらがより旅行時間が短いの

かを一切知ることがないため，全時間帯を通じて高速

道路か一般道路のいずれか一方しか利用しない (all-or-

nothing)配分が実現する．以下では，全ての利用者が高

速道路を利用する流入パターンを AF (all-or-nothing to

freeway)配分と呼び，λAF ≡ {λ(t)|λ(t) = q(t)}と記述す
る．逆に，全ての利用者が一般道路を利用する流入パ

ターンを AA (all-or-nothing to arterial road)配分と呼び，

λAA ≡ {λ(t)|λ(t) = 0}と表記する．
上述した 5 つの交通量配分パターンは，表 1

のようにまとめられる．ある配分パターン p ∈
{FC,OC,UE,AF,AA}の効率性は，以下の式で定義され
る期待総旅行時間：

Vp ≡ E
[∫ T

0

{
λp(t)

x(t)
µ
+ (q(t) − λ(t))m(t)

}
dt

]
(28)

表–1 比較対象とする交通量配分パターン

b1)リアルタイム
情報活用する

b2)リアルタイム
情報活用しない

a1)制御
する

1⃝ feedback
制御 (FC)

2⃝openloop
制御 (OC)

a2)制御
しない

3⃝利用者
均衡 (UE)

4a⃝高速道路のみ
利用 (AF)

4b⃝一般道路のみ
利用 (AA)
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図–12 不確実性の大きさ σと各配分パターンの効率性

によって評価できる．続く (3), (4)では，これらの期待

総走行時間を比較することで，動的ランプ制御の効率

性およびリアルタイム観測情報の価値を分析しよう．な

お，各配分パターン下での期待総旅行時間 (28)の詳細

な評価方法については，付録 III を参照されたい．

(3) フィードバック型ランプ制御の効率性

まず，不確実性の大きさによる各配分パターンの効

率性の違いを，図 12に示す．この図は，横軸にm(t)の

ボラティリティσをとり，縦軸に，FC配分，OC配分お

よびUE配分の下での期待総旅行時間を，それぞれ，太

い実線 (FC)，点線 (OC)および細い実線 (UE)でプロッ

トしたものである．なお，これらの値に比べて AFお

よび AA 配分の下での期待旅行時間 VAF,VAAは極めて

大きいため，この図では省略している．図 12より，以

下の 3つが判る．まず，任意の大きさの σ について，

VFC ≤ VOC ≤ VUE なる関係が常に成立しており，本稿

で構築したフィードバック型ランプ制御が最も効率的

であることが判る．次に，フィードバック制御および

オープンループ制御下での期待総旅行時間 VFC,VOCは，

制御を行わない場合の期待総旅行時間 VUEを大きく下

回る．このことは，リアルタイム観測情報を活用する・

しないに関わらず，動的ランプ制御によって，レッセ・

フェールよりも期待総旅行時間を大幅に減少させられ

ることを示唆している．最後に，リアルタイム観測情

報を活用する FC配分およびUE配分の下では，いずれ

も，σが増加するにつれ，期待総旅行時間が減少する．

これは，不確実性が大きいほど制御におけるリアルタ

イム観測情報の価値が高まることを意味している．そ

の詳細は (5)節で後述する．

次に，一般道旅行時間の初期値m0に対する各制御の

効率性を図 13に示す．この図は，横軸にm0をとり，縦

軸に 5つの配分パターン (FC, OC, UE, AF, AA)の期待
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図–13 初期旅行時間 m0と各配分パターンの効率性

総旅行時間をそれぞれ，プロットしたものである．本

章では，一般道旅行時間m(t)の動学として式 (26)の幾

何 Brown運動を想定しているため，この図は，以下の

2点の特徴を持つ：まず，m0 = 0の場合，任意の時刻

においてm(t) = 0となる．このため，AF配分を除く全

ての配分パターンにおいて，期待総旅行時間は原点を

通過する．次に，幾何 Brown運動は任意の時刻 tにお

いて m̄(t) = m0なる性質を持つ．これより，AA 配分の

下での期待総旅行時間は，VAA ≡ E
[∫ T

0
m0q(t) dt

]
= m0Q

であり，m0に関して線形となる (ここで，Qは計画期

間全体での総交通需要であり，本章の例では Q = 0.75

(千台)である)．一方，AF配分下での旅行時間 VAFは，

m0によらない水平な直線で表わされる．

図 13より，以下の 3点が判る．第 1に，図 12と同

様，FC配分下での期待総旅行時間 VFCは他の配分下で

のそれよりも常に小さい．これは，フィードバック制御

は，一般道旅行時間の初期値m0によらず，最も効率的

であることを意味する．第 2に，制御戦略下での期待

総旅行時間は VFC,VOCは，レッセ・フェールでの旅行

時間 VUE,VAA,VAFに比べて小さい．このことは，リア

ルタイム観測情報の活用いかんに関わらず，動的ラン

プ制御が常に有効であることを示唆している．最後に，

UE配分下での期待総旅行時間 VUE は，動的ランプ制

御下での VFC,VOCよりも大きいものの，リアルタイム

制御情報を公開しない場合の期待総旅行時間 VAA,VAF

に比べ，極めて小さい．これは，的確なランプ制御が

行なえない場合であっても，リアルタイム観測情報を

利用者に公開するだけで，ネットワーク全体の効率性

を改善できることを示唆している．

なお，リアルタイム観測情報が公開されず，各利用者

が自らの経験に基づいて各時刻での交通状態 [m(t), x(t)]

を予想するような現実的な状況においては，その期待

総旅行時間は，3つの曲線 VAA，VAFおよび VUEで囲ま

12
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図–14 動的ランプ制御におけるオプション価値

れた領域内に描かれる (i.e. AFおよび AA 配分よりは

効率的だが UE配分よりは非効率である)ことが予想さ

れる．このことは，上述した動的ランプ制御の有効性

や，リアルタイム観測情報の活用による効率性が，AA

配分や AF配分のような極端なケースに限らず成立す

る，一般的な性質であることを示唆している．

(4) 動的ランプ制御におけるリアルタイム情報の価値

前節では，リアルタイム観測情報を活用したフィー

ドバック制御 (FC)の方が，従来型のオープンループ制

御 (OC)よりも効率的である (i.e. VFC < VOC)ことが示

された．この理由は以下のように説明される：まず，一

般道旅行時間m(t)は確率的に変動するため，その期待

値 m̄(t)よりも小さな (あるいは大きな)値を取る機会が

存在する．そして，FCでは，この機会をリアルタイム

に観測し，即座に誘導交通量に反映させることでネット

ワーク全体の効率性を改善できる．これに対し，OCで

はm(t)がその期待値から乖離する機会を活用できない．

換言すれば，FCにおいて，管理者は，“リアルタイ

ムに観測されるm(t)に対して状況依存的に制御を切り

替えられるオプション (権利)” を有していると見なせ

る．そして，FC配分とOC配分の期待総旅行時間の差

∆VOC−FC ≡ VOC−VFCは，このオプション価値を，期待

総旅行時間で測ったものと解釈できる．図 14は，横軸

に不確実性の大きさ σをとり，異なる一般道旅行時間

の初期値m0 = 0.25,0.5,0.75,1について，それぞれ，オ

プション価値 ∆VOC−FCをプロットしたものである．こ

の図より，以下の 2点が判る．まず，一般道旅行時間

の不確実性 σが大きいほど，オプション価値が増加す

る．これは，σが大きいほどm(t)が小さな値を取る確

率が高くなり，それをフィードバック制御によって活か

すことでネットワーク全体の効率性を高められること

を反映している．次に，オプション価値はm0について

単調に増加する．これは，式 (26)の幾何 Brown運動の

性質より，m(t)が大きいほど不確実性が大きくなるた

めである．これらの結果は，いずれも，不確実性下で

の投資意思決定問題を扱うリアル・オプション分野に

おける知見と整合的である．

6. おわりに

本研究では，2リンク・ネットワークを対象とした動

的システム最適配分問題を旅行時間の動的不確実性を

考慮した枠組へ一般化し，その最適制御ルールの特性

およびメカニズムを明らかにした．具体的には，まず，

高速道路と一般道路の 2リンクで構成されるネットワー

クを考え，従来の動的システム (DSO:Dynamic System

Optimization)配分問題を一般道路の旅行時間が確率動

学的に変動する枠組へと一般化した；そして，この確率

的 DSO配分問題を確率制御問題として定式化した．次

に，こうして定式化された問題の最適性条件が一般化

相補性問題 (GLCP:Generalized Linear Complementarity

Problem)として記述できることを明らかにした．この

分析結果に基づき，確率的 DSO配分問題の数値解を効

率的に求めるアルゴリズムを開発した．最後に，この解

法を用いた数値解析によって，最適制御ルールおよび

リアルタイム観測情報による動的ランプ制御のオプショ

ン価値の性質およびメカニズムを明らかにした．本枠組

および提案アルゴリズムは，一般道路旅行時間m(t)の

みならずネットワーク全体の交通需要 q(t)の動学的不

確実性を考慮した場合へも容易に拡張可能である．そ

の詳細は山崎・赤松11)で報告されている．

本枠組の拡張方向の一つとして，道路管理者のリス

ク回避性向を考慮したモデルの分析が挙げられる．本

研究では，総旅行時間の期待値のみを効率性の評価基

準とした．しかし，一般に，2つの動的ランプ制御ルー

ルを考えたとき，両者の期待総旅行時間が大きく違わ

なければより分散の小さな (i.e. ロバストな)制御の方

が好まれることは容易に想像できる．こうした問題を

扱うためには，管理者がリスク回避的不効用関数を持

つと仮定し，その期待不効用最小化問題として動的ラ

ンプ制御問題を記述・分析する必要がある．こうした

拡張の詳細やその分析結果については，Akamatsu and

Nagae12)を参照されたい．

付録 I Hamilton-Jacobi-Bellman 方程式 (6)
の導出

本章では，確率的 DSO問題 [SDSO]の最適性条件で

ある HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) 方程式 (6)の導出

方法を解説する．本研究で用いる確率過程・確率制御
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の理論体系は，連続時間-連続状態の枠組の下で構築・

洗練されてきたものであるが，その基本的発想は，工

学系分野でもよく知られる離散時間の枠組においても，

ほぼ同じである．そこで，本章では，まず，離散的枠組

の下で問題 [SDSO]を再定式化し，HJB方程式の離散

時間版を求める．そして，離散間隔の極限をとること

で，連続時間での HJB方程式 (6)を導く．なお，本章

の目的は，確率制御分野の基礎的な用語・理論に馴染

みのない読者にも本モデルの基本的概念を理解しても

らうことである．そのため，以下の解説には，直感的

理解を容易にするために数学的厳密性を犠牲にした表

現が含まれることに注意されたい．

まず，計画期間 [0,T]を，{t0, t1, · · · , tI}なる I 個の等

間隔な離散時点に分割し，初期時点を t0 = 0，終了時点

を tI = T，時点間の間隔を ∆T ≡ ti+1− ti とする．時点 ti
における高速道路上の待ち行列長を xi，一般道路の旅

行時間をmi で表わし，時点 ti で高速道路に誘導される

単位時間あたりの交通量を λi で表そう．このとき，待

ち行列進展条件 (1)は，

∆xi ≡ xi+1 − xi = η(x, λi)∆t (1’)

と書き直せる．ここで，η(x, λ)は，以下の式で定義さ

れる不連続関数である．

η(x, λ) ≡


λ − µ if x > 0

λ − µ if x = 0 andλ ≥ µ
0 if x = 0 andλ < µ

(I.1)

同様に，一般道旅行時間が従う確率微分方程式 (2)は，

以下のように表現し直せる．

∆mi ≡ mi+1 −mi = α(ti ,mi)∆t + σ(ti ,mi)∆W̃i . (2’)

ここで，∆W̃i は，互いに独立で同一な標準正規分布に

従う確率変数列 ϵ̃0, ϵ̃1, · · · , ϵ̃I−1を用いて，

∆W̃i ≡ ϵ̃i
√
∆t (I.2)

と定義される．これは，{∆W̃i |i = 0,1, · · · , I − 1}が，互
いに独立で同一な以下の正規分布：

E
[
∆W̃i

]
= 0, Var

[
∆W̃i

]
= ∆t (I.3)

に従う確率変数列となることを意味している．

この枠組の下で，問題 [SDSO]は，以下のように表現

し直される．

[SDSO-d] min.
λ
E

 I−1∑
i=0

fi(xi ,mi , λi)∆t
∣∣∣∣(0,0,m0)

 ,
ここで， fi(xi ,mi , λi)は，状態 (ti , xi ,mi)において誘導交

通フローを λi としたときの総旅行時間の時間増加率で

あり，以下の式で定義される．

fi(xi ,mi , λi) ≡ λi
xi

µ
+ (qi − λi) mi (I.4)

この式の右辺第 1項および第 2項は，それぞれ，高速

道路および一般道路上で発生する総旅行時間である．

E [ ·| (ti , x,m)] は，状態 (ti , xi = x,mi = m)の下での条件

付期待演算を表わす．

問題 [SDSO-d]の，状態 (ti , x,m)における最適値関数

を，以下の式で定義する：

Vi(x,m) ≡ min.
λ
E

 I−1∑
j=i

fi(x j ,mj , λ j)∆t
∣∣∣∣(ti , x,m)

 . (5’)

式 (5’)の和記号は，以下のように，時点 j = iと，時点

j = i + 1以降とに分解できる．

Vi(x,m) = min.E

[
fi(x,m, λi)∆t +

I−1∑
j=i+1

f j(x j ,mj , λ j)∆t
∣∣∣(ti , x,m)

]
ここで，右辺の期待値演算内の第 2項を，条件付期待

演算のネスト構造：

E
[
E [·|(ti+1, xi+1,mi+1)]

∣∣∣∣(ti , xi ,mi)
]
= E

[
·
∣∣∣∣(ti , xi ,mi)

]
(I.5)

を用いて書き直せば，以下を得る：

Vi(x,m) = min.
λi

fi(x,m, λi)∆t

+E

[
min.
λ
E
[ I−1∑

j=i+1

f j(x j ,mj , λ j)∆t
∣∣∣∣(ti+1, xi+1,mi+1)

]∣∣∣∣(ti , x,m)

]
を得る．この式の右辺第2項に，最適値関数の定義式 (5’)

を代入すれば，離散時間の枠組下で Vi(x,m)が従う以下

の HJB方程式を得る．

Vi(x,m) = min.
λi

fi(x,m, λi)∆t+E
[
Vi+1(xi+1,mi+1)

∣∣∣(ti , x,m)
]

(6’)

最後に，離散時間でのHJB方程式 (6’)の極限として，

連続時間での HJB方程式 (6)が導出できることを示そ

う．最適値関数を状態 (ti , x,m)のまわりで Taylor展開

すれば，

Vi+1(xi+1,mi+1) = Vi(x,m)

+
∂Vi(x,m)

∂t
∆t +

∂Vi(x,m)
∂x

∆xi +
∂Vi(x,m)
∂m

∆mi

+
1
2
∂2Vi(x,m)

∂x2
(∆xi)

2 +
1
2
∂2Vi(x,m)
∂m2

(∆mi)
2

+
∂2Vi(x,m)
∂x∂m

(∆xi)(∆mi) + · · ·

を得る．∆xi および ∆mi に定義式 (1’)，(2’) を代入し，

∆W̃i の確率的性質 (I.3)を用いれば，

Vi+1(xi+1,mi+1) =

Vi(x,m) +

{
∂Vi(x,m)

∂t
+ η(x, λi)

∂Vi(x,m)
∂x

+α(ti ,m)
∂Vi(x,m)
∂m

+
1
2
{σ(ti ,m)}2 ∂

2Vi(x,m)
∂m2

}
∆t

+ o(∆t). (I.6)

を得る．ここで，η(·)は式 (I.1)で定義される，xおよび

λについての既知関数である．式 (I.6)の右辺最終項の

o(∆t)は，∆tの 2次以上の項，すなわち，∆tを 0に近

づけるとき，o(∆t)の項は ∆tよりも早く 0に近づく項

である (i.e. lim∆t↓0 o(∆t)/(∆t) = 0)．式 (I.6)を離散時間
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版 HJB方程式 (6’) に代入し，∆t → 0の極限をとれば，

連続時間での HJB方程式 (6)が得られる．

付録 II 数値解法

(1) 偏微分作用素の離散近似

本節では，問題 [GLCP-A], [GLCP-B], [PDE-C]に現わ

れる偏微分作用素：

L0 ≡
∂

∂t
+ α(t,m)

∂

∂m
+

1
2
{σ(t,m)}2 ∂2

∂m2
(II.1)

Lq−µ ≡ L0 + (q− µ)
∂

∂x
(II.2)

L−µ ≡ L0 − µ
∂

∂x
(II.3)

の具体的な離散近似の例を示す．

偏微分方程式の差分解法で一般的に用いられるCrank-

Nicolson法を差分スキームとして採用すれば，最適値

関数の t, x,mについての導関数は，それぞれ，以下の

ように近似される．

∂V(ti , x j ,mk)
∂t

≈ Vi+1, j,k − Vi, j,k

∆t
∂V(ti , x j ,mk)

∂x
≈ Vi+1, j+1,k − Vi+1, j−1,k + Vi, j+1,k − Vi, j−1,k

4∆x
∂V(ti , x j ,mk)

∂m
≈ Vi+1, j,k+1 − Vi+1, j,k−1 + Vi, j,k+1 − Vi, j,k−1

4∆m
∂2V(ti , x j ,mk)

∂m2
≈ Vi+1, j,k+1 − 2Vi+1, j,k + Vi+1, j,k−1

2(∆m)2

+
Vi, j,k+1 − 2Vi, j,k + Vi, j,k−1

2(∆m)2

これらの離散近似式を式 (II.1)に代入すれば，

L0V(ti , x,m) ≈ L i
0V i, j + M i

0V i+1, j , ∀i,∀ j,

を得る．ここで，L i
0, M

i
0は，それぞれ，JK× JKブロッ

ク対角行列で，その対角ブロック要素が，それぞれ，以

下の J× J三項帯行列 L i,0
0 ,M

i,0
0 で表わされる．

L i,0
0 ≡



Li,1
b Li,1

c 0 · · · 0
Li,2

a Li,2
b Li,2

c · · · 0
0 Li,3

a Li,3
b · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · Li,K
b



M i,0
0 ≡



Mi,1
b Mi,1

c 0 · · · 0
Mi,2

a Mi,2
b Mi,2

c · · · 0
0 Mi,3

a Mi,3
b · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · Mi,K
b


各行列の要素は，Ai,k ≡ 1

2
α(ti ,mk)
∆m , Bi,k ≡ 1

2

(
σ(ti ,mk)
∆m

)2
と

すれば，以下のように表現される．

Li,k
a ≡ −Ai,k + Bi,k, Li,k

b ≡ −2Bi,k − 1
∆t , Li,k

c ≡ Ai,k + Bi,k,

Mi,k
a ≡ −Ai,k + Bi,k, Mi,k

b ≡ −2Bi,k + 1
∆t , Mi,k

c ≡ Ai,k + Bi,k.

同様に，式 (II.2)および (II.3)は，以下のように差分

近似できる．

Lq−µV(ti , x,m) ≈ L i
q−µV

i + M i
−µV

i+1, ∀i, (II.4)

L−µV(ti , x,m) ≈ L i
−µV

i + M i
−µV

i+1, ∀i, (II.5)

ここで，L i
q−µ, M

i
q−µ, L

i
−µおよび M i

−µは，いずれも，JK×
JK三項ブロック帯行列で，

L i
q−µ ≡ L i

0 + (q− µ)E, M i
q−µ ≡ M i

0 + (q− µ)E, ∀i,

L i
−µ ≡ L i

0 − µE, M i
−µ ≡ M i

0 − µE, ∀i,

と定義される．ただし，Eは JK× JKブロック行列で，

J次元単位行列 IJと，全ての要素が 0なる J× J行列 0J

を用いた，以下の式で定義される．

E ≡ 1
2∆x



0J I J 0J · · · 0J 0J

−I J 0J I J · · · 0J 0J

...
...

...
. . .

...

0J 0J 0J · · · 0J I J

0J 0J 0J · · · −I J 0J


. (II.6)

(2) サブ問題の解法：smoothing functionアプローチ

サブ問題 [GLCP-Ai ]および [GLCP-Bi ]は，以下の一

般化線形相補性問題 (GLCP:Generalized Linear Comple-

mentarity Problem)として一般的に記述できる．

[GLCP] Find X ∈ RN such that

F(X) ·G(X) = 0, F(X) ≥ 0, G(X) ≥ 0.

ただし，N は未知変数次元で，F,G : RN → RN は X

についての既知関数である．この問題 [GLCP]に対する

Peng and Lin9)の求解法は，以下のようにまとめられる．¨ ¥

§ ¦

[Algo-GLCP]
Step 0. Given constant numbersϵ0 ≥ 0, ω ∈ (0, 1), δ1 ∈

(0,1), δ2 ∈ (0,1), δ3 ∈ (0,1− δ2).
Choose anyθ(0) > 0, X(0) ∈ RN andγ ≥ ∥H(X(0),θ(0))∥

min{θ(0),1} .

Step 1. The Newton step ofH(X, θ(k)):
If ∇X H(X(k), θ(k)) is singular,STOP. (the algorithm
fails);
else if ∥H(X(k))∥ ≤ ϵ0, STOP. (X(k) is an appropriate
solution of[GLCP]);
Otherwise, compute a Newton stepd(k) satisfying

∇H(X(k), θ(k))d(k) + H(X(k), θ(k)) = 0.

Step 2. Compute X(k+1):
Let h(k) be the maximum value of{1, δ1, δ

2
1, · · · } such

that

∥H(X(k) + h(k)d(k), θ(k))∥ ≤ (1− ωh(k)) min{θ(k), 1}γ,
andX(k+1) := X(k) + h(k)d(k).

Step 3. Compute θ(k+1):
If

(
X(k+1),min.{δ3, θ

(k)}θ(k)
)
∈ N

(
γ,min.{δ3, θ

(k)}θ(k)
)

then setv(k) := 1−min.{δ3, θ
(k)} ;

Otherwisev(k) be the maximum value of{δ2, δ
2
2, · · · }

such that(
X(k+1), (1− v(k))θ(k)

)
∈ N

(
γ, (1− v(k))θ(k)

)
.

Setθ(k+1) := (1− v(k))θ(k).
Step 4. k := k+ 1, return toStep 1.

15



ここで，

N(β, θ) ≡
{
(X, θ) ∈ RN × R+

∣∣∣∥H(X, θ)∥ ≤ βmin.{θ, 1}
}
.

H : RN → RN およびH : RN × R++ → RN はベクトル

演算子で，その n番目要素が，それぞれ，以下の式で

定義される．

[H(X)]n ≡ min. {Fn(X),Gn(X)} ,

[H(X, θ)]n ≡ −θ ln

(
exp

[
−Fn(X)

θ

]
+ exp

[
−Gn(X)

θ

])
.

付録 III 各配分パターンの効率性の評価方法

本章では，FC 配分以外の配分パターン p ∈
{OC, UE, AF, AA}の下での効率性の評価方法を示す．あ
る配分パターン λp ≡ {λp(t, x,m)}が与えられた時の期待
総旅行時間は以下の式で定義される．

Vp(x0,m0) ≡ E
[∫ T

0
fp(t, x,m) dt

∣∣∣(0, x0,m0)

]
, (III.1)

ここで， fpは，配分パターン λpの下での状態 (t, x,m)

における旅行時間の時間増加率であり，

fp(t, x,m) ≡ λp(t, x,m)
x
µ
+

[
q(t) − λp(t, x,m)

]
m (III.2)

と定義される．

まず，式 (III.1)は，配分パターン λpを与件とすれば，

以下のように時間ごとに分解できる：

Vp(x0,m0) =
∫ T

0
E

[
fp(t, x,m)

∣∣∣(0, x0,m0)
]

dt. (III.3)

そして， fpの期待値は，以下のように書き下せる：

E
[
fp(t, x,m)

∣∣∣(0, x0,m0)
]
=∫ ∞

0

∫ ∞

0
fp(t, x,m)ϕp(t, x,m|x0,m0) dxdm, (III.4)

ただし，ϕp(t, x,m|0, x0,m0)は，配分パターン λpの下で

初期状態 (0, x0,m0)が与えられたときの，時刻 tにおけ

る交通状態 (x,m)の条件付確率密度関数である．

そして，式 (III.3) は，離散的枠組の下では，

Vp(x j0,mk0) =
I−1∑
i=0

J∑
r=1

K∑
s=1

f i, j,k
p ϕ

i, j,k
p ( j0, k0)∆t (III.5)

と書き直せる．ここで， f i, j,k
p および ϕi, j,k( j0, k0)は，

f i, j,k
p ≡ fp(ti , x j ,mk),

ϕ
i, j,k
p ( j0, k0) ≡

∫ x j+∆x

x j

∫ mk+∆m

mk
ϕp(ti , x j ,mk|0, x j0,mk0) dxdm

と定義される．従って，式 (III.1) の期待総旅行時間を

計算することは，ϕi, j,k
p ( j0, k0)を求めることに帰着する．

時刻 ti での条件付確率関数を JK 次元列ベクトル

ϕi
p(·) ≡ [ϕi,1,1

p (·), · · · , ϕi,J,1
p (·), · · · , ϕi,1,K

p (·), · · · , ϕi,J,K
p (·)] ′で

表現しよう．ただし，初期条件 ( j0, k0)に関する表現を

(·)と省略している．このとき，確率関数 ϕi
p(·)は，以下

の線形方程式に従う7：

ϕi+1
p (·) = Qi

pϕ
i
p(·) (III.7)

ここで，Qi
pは，JK× JK行列であり，配分パターン λp

の下での xおよびmの遷移方程式 (1)および (2)から一

意に決定される．

式 (III.7)は，確率関数列 {ϕ0
p(·),ϕ1

p(·), · · · ,ϕI−1
p (·)}が非

定常離散Markovモデルとして表現でき，その遷移行列

Qi が，配分パターン λpの下での交通状態 (x,m)の遷移

方程式 (1)，(2)が決定できることを意味している．こ

こで，初期状態が ( j0,m0)であるとき，

ϕ
0, j,k
p ( j0, k0) =

1 if j = j0 andk = k0,

0 otherwise.
(III.8)

となることが明らかであるから，これを初期条件とし

て逐次的に式 (III.7) を評価することで，配分パターン

λp の下での任意の時刻における交通状態の確率関数

ϕp ≡ {ϕi
p}を求められる．そして，この ϕpを式 (III.5)

に代入すれば，任意の配分パターンの下での期待総旅

行時間を求められる．
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7) Muñoz, J. C. and Laval, J. A.: System optimum dynamic
traffic assignment graphical solution method for a congested
freeway and one destination,Transportation Research B,
Vol. 40, pp. 1–15, 2006.

7 式 (III.7) は，2時点 ti , ti+1 の確率関数間の関係を表わす以下の
方程式：

L i
pϕ

i
p + M i

pϕ
i+1
p = 0 (III.6)

を ϕi について解くことで求められる．ここで，L i
p および M i

p
は，それぞれ，JK × JK のブロック三項帯行列であり，x およ
び mの遷移方程式 (1)および (2)から一意に決定される．この
式 (III.6) は，連続時間-連続状態の枠組における確率密度関数の
時間進展を表わす Fokker-Planck方程式 (Kolmogorovの前進方
程式) に対応する．

16



8) Ferris, M. C. and Pang, J.-S.: Engineering and economic
applications of complementarity problems,SIAM Review,
Vol. 39, No. 4, pp. 669–713, 1997.

9) Peng, J.-M. and Lin, Z.: A non-interior continuation method
for generalized linear complementarity problem,Mathemat-
ical Programming, Vol. 86, pp. 533–563, 1999.

10) Jiang, H., Fukushima, M., Qi, L. and Sun, D.: A trust region
method for solving generalized complementarity problems,
SIAM Journal on Optimization, Vol. 8, No. 1, pp. 140–157,
1998.

11) 山崎周一,赤松隆：不確実性に対するリスク回避度を考
慮した動的な交通システム最適配分,土木計画学論文集,
Vol. 23, No. 4, pp. 963–972, 2006.

12) Akamatsu, T. and Nagae, T.: Dynamic ramp metering strate-
gies for risk averse system optimal assignment, 2007, 17th
International Symposium of Transportation and Traffic The-
ory (in press).

(2006.10.10受付)

Dynamic System Optimal Traffic Control
based on Realtime Observation of Stochastic Travel Time

Takeshi NAGAE and Takashi AKAMATSU

This study reveals basic properties of dynamic system optimal (DSO) assignment problem in a 2-link network, which
consists of a freeway with a single bottleneck and an arterial road with stochastic travel time. We first formulate a DSO
problem under travel time uncertainty as a stochastic control problem, in which the manager controls the freeway inflow
rate at the ramp according to the rule based on the realtime observation of the traffic condition (i.e. the queue length
and the travel time). Our analysis uncover that the optimality condition of the problem reduces to a dynamical system
of GLCP (generalized linear complementarity problem). This enables us to develop an efficient solution algorithm for
the stochastic DSO assignment problem. Numerical analysis obtain an improvement in expected total travel time by
proposed feedback dynamic ramp metering, which can be interpreted as an option value of the realtime observation.
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